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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

Uwaga: Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 1. (4 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan
Il. Wykorzystanie 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajgcy rozwigzuje proste
i interpretowanie reprezentacji. réwnania i nieréwnosci wymierne (R3.d).

Zasady oceniania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania .......ccc..ccooiiiriiiieciiiri e 1p.

Zdajacy zapisze, ze x #0 i x #1 i doprowadzi nieréwno$¢ do postaci li <1
—X
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeiriiiiiiiiiiiiicse e 2p.

Zdajacy zapisze nierownos$¢ w postaci

2x—1
1-x
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

<0ix#l, albo —x(x—1)<(x=1)"ix#1

Rozwigzanie prawie petne ... e nnnnas 3p.
Zdajacy poda pierwiastki x :% lub x=1
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R o AT YT 2= 1 =T o =Y {1 4p.

Zdajacy zapisze rozwigzanie nieréwnosci z uwzglednieniem zatozenx #0, x #1:
x€ (—°,0) U(O, DU (1, +e0).

Przyktadowe rozwigzanie

Zaktadamy, ze x#0 i L—1 #0.Stgd x#0 i x=1.
X

Wykonujgc réwnowazne przeksztatcenia nierownosci otrzymujemy:

-1 -1
(l_fj <1, (l—_x] <1, Lgl,
X X X 1—x

X <o, X=Xy
1—x 1-x 1—x
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-1
1 _
Zatem nierbwnos¢é (——1] <1 mozemy zapisa¢ w nastepujgcej postaci 2x-1 <0dax#0
X -X
ix#1.
Znak ilorazu 2x -1 <0 jest taki sam jak znak iloczynu (2x—1)(1-x)<0.

l—x
Pierwiastkami trojmianu (2x—1)(1—x) sa liczby: x:% lub x=1.

-1
1
Stad wynika, ze rozwigzaniem nierdwnosci (——lj <1, po uwzglednieniu zatozen x #0 i x #1,
X

jest suma przedziatow: (—se, 0)U (O, DU (1, +e).

Zadanie 2. (3 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 1. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy wykorzystuje pojecie

geometryczng (1.f).
4. Funkcje. Zdajgcy majgc dany wykres funkgciji

y=f(x) potrafi naszkicowa¢ wykres funkcji y=|f (x)|
(R4.3).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania .........ccccccceeeiii s 1p.
Zdajgcy naszkicuje wykres funkcji f okreslonej wzorem:
¢ f(0)=h
albo
o f(x) :|x—5|+4

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccceecivimmiiinse 2p.
Zdajacy zapisze ukfad nierownosci
e 0< (a—l)2 —4 <5 oraz rozwigze poprawnie jedng z nieréwnosci tego uktadu
albo
e 4< (a—l)2 <9 oraz rozwigze poprawnie jedng z nieréwnosci tego uktadu
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

ROzZWIgzanie pelne ..... ..o e 3p.
Zdajacy rozwigze uktad nieréwnosci i zapisze, zea € (-2,—1)U(3,4).
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Zasady oceniania Il sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania.........ccccooooioiiri s 1p.

Zdajgcy zapisze, ze podane réwnanie ma dwa rozwigzania dodatnie, gdy spetniona jest
nierownosc¢

0<|x—5|<5
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cccceeeeieeiiiiiieeisssscs s 2p.

Zdajacy zapisze uktad nieréwnosci 0< (a—l)2 —4<5 oraz rozwigze poprawnie jedng
z dwoch nieréwnosci tego uktadu i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(20 AT T 2= 1 o T L= 7= {4 - P 3p.

Zdajacy rozwigze uktad nieréwnosci i zapisze, ze a€ (—2,—1)U(3,4).

Zasady oceniania lll sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania.........cccccoooiiiii s 1p.

Zdajacy:
e Zzapisze, ze podane rownanie ma wiecej niz jedno rozwigzanie wtedy, gdy spetniona
jest nieréwnos¢

(a—1)"-4>0,

albo
e zapisze podane réwnanie w postaci alternatywy rownan

x=5=(a=1=4 b x-5=—(a-1)"+4
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeeiieeiiiiiiiiiescscseesesseeere e 2p.

Zdajacy:
e zapisze, ze podane rownanie ma wiecej niz jedno rozwigzanie wtedy, gdy spetniona
jest nierbwnosc¢

(a—1)"-4>0,

e zapisze podane réwnanie w postaci alternatywy rownan
x=5 =(a—l)2 —4 lub x—5 =—(a—1)2 +4

e rozwigze poprawnie przynajmniej jedng z trzech nieréwnosci:
(a=1)"=4>0, (a=1)*+1>0, 9—(a—1)" >0
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T = 1T L= - {3 - PR 3p.

Zdajacy zapisze, ze a€ (—2,—1)U(3,4).
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Zasady oceniania IV sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania .........cccccooooeiiii e 1p.
Zdajgcy

e zapisze warunek istnienia rozwigzan rzeczywistych réwnania |x—5| =(a—-1)"-4:

(a-1)*-420
albo
e zdajgcy zapisze uktad nieréwnosci:
2

(—10)2—4(25—((a—1)2—4)2j>0 i _(_110)>o i 25—((a=1)"-4) >0

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceeeviiiiiiiiiiiicccscccsseceeecee e 2p.

Zdajacy zapisze uktad nierdwnosci

(a=1)" =420 i (-10)° —4(25—((61—1)2 —4)2]>0 i _(_Tlo)>o i 25—((a-1)’ —4)2 >0

i poprawnie rozwigze drugg lub czwartg z nich i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(o AT T 2= 1 =T o =Y { T 3p.
Zdajgcy rozwigze uktad nieréwnosci i zapisze, ze a€ (—2,—1)U(3,4).

Zasady oceniania V sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania .........cccccccceciii s 1p.

Zdajgcy zastosuje definicje wartosci bezwzglednej i zapisze rownanie w kazdym z dwoch
przypadkdéw:

gdyx—520,to x=5=(a—-1)" -4,
gdyx—5<0,t0 5—x=(a—-1)’ -4
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cccceeevieeiiiieieeisssss s 2p.

Zdajacy zapisze warunki na to, zeby rozwigzaniem réwnania byta liczba dodatnia w kazdym
z dwoch rozpatrywanych przypadkéw i wyznaczy wszystkie warto$ci parametru a, dla ktorych
rozwigzaniem rownania jest liczba dodatnia w jednym z tych przypadkow:

e gdyx—520,t0 (a—1)>+1>0 i (a—1)"+125, skad ae (—o0,~1)(3,+o0)
albo

e gdy x—5<0,to9—(a—1)2 >0 i 9—(a—1)2 <5, skad ae (-2,-1)U(3,4)
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQzanie Pelne.......... . ettt e e nnnnan 3p.
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Zdajacy wyznaczy wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych rownanie |x—5| = (a—l)2 -4

ma dwa rozwigzania dodatnie: a€ (-2,—1)U(3,4).

Uwaga
Jezeli zdajgcy rozpatrzy oba przypadki, ale w pierwszym przypadku nie skomentuje,

ze nierownos¢ (a—l)2 +1>0 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a, to moze
otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie.

Uwagi:
1. Jesli zdajgcy zapisze nierdwnosc (a—1)2—420 i konsekwentnie do tego btedu
rozwigze zadanie do korca, ofrzymujac w odpowiedzi zbior (-2,-1)u(3,4),

to otrzymuje 2 punkty.
2. Jezeli zdajgcy rozwigzuje zadanie | sposobem i naszkicowany wykres zawiera usterki,

ale dalsze rozumowanie jest prawidiowe, to moze otrzymaé co najwyzej
2 punkty.
3. Jezeli zdajacy, sporzadzajgc wykres funkcji f(x):|x—5|+4, btednie przesunie

wykres funkcji y:|x—5|o 4 jednostki w dot i konsekwentnie przeprowadzi

rozumowanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
4. Jezeli zdajgcy, sporzadzajgc wykres funkcji f(x):|x—5|+4, zamieni miejscami
wspotrzedne wektora przesuniecia, otrzyma wykres funkcji, dla ktorej istniejg dwa
rozwigzania dodatnie réwnania f(x):(a—l)2 i konsekwentnie przeprowadzi

rozumowanie do konca, to moze otrzymacé co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.
5. Jezeli zdajacy, sporzadzajac wykres funkcji f(x) :|x—5|, btednie przesunie wykres

funkcji y=|x|, i otrzyma wykres funkgcji g takiej, ze nie istniejg dwa dodatnie

rozwigzania réwnania g(x)z(a—l)2—4, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.

Przyktadowe rozwiagzanie
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| sposéb
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem f(x) = |x—5| i naszkicujmy jej wykres.

V\_lnic,)skuje,:r’ny stad, ze podane réwnanie ma dwa pierwiastki dodatnie, jesli spetniona jest
nieréownos¢
0< (a—l)2 —4 <35, czyli nierébwnosé 4 < (a—l)2 <9.
Stad otrzymujemy, ze 2 < |a —1| <3, zatem
(a-1)e (-3,-2)U(2.3).
Ostatecznie a€ (-2,-1)U(3,4).

Il sposéb (,podstawianie”)
Réwnanie |x—5| = (a—l)2 —4 ma dwa dodatnie rozwigzania rzeczywiste, gdy prawdziwa jest
nierownosc¢

0<|xr—5/<5.

Poniewaz |x - 5| = (a - 1)2 —4 , wiec prawdziwa jest nieréwnos¢

0<(a-1)’-4<5
Nierownos¢ ta jest rwnowazna koniunkcji nieréwnosci
(a—3)(a+l) >0 i (a+2)(a—4)<0,
skad otrzymujemy
ae (=0, —1)U(3,40) i ae(-2,4).

Zatem dla a€ (-2,—1)U(3,4) réwnanie |x—3| =(a—1)’ —4 ma dwa rozwigzania dodatnie.

Il sposéb
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Réwnanie|x—5| = (a —1)2 —4 ma dwa rozwigzania, gdy spetniona jest nieréwnosé

(a-1)°-4>0.
Nieréwnoscé ta jest réwnowazna nieréwnosci (a—3)(a+1) >0 skad otrzymujemy
a<-11lub a>3. (1)

Réwnanie |x—35| = (a—1)’ —4 jest rownowazne alternatywie réwnan:
x=5=(a=1-4 b x—5=—(a—l)2+4

x=(a—1)2+1 lub x=—(a—1)2+9

Rozwigzanie pierwszego z réwnan jest liczbg dodatnig dla kazdej liczby rzeczywistej a.
Zatem, aby réwnanie miato dwa dodatnie rozwigzania musi by¢ spetniony warunek:

—(a=1)+9>0.
Stad otrzymujemy (3+a—1)(3—a+1)>0, czyli (a+2)(4—a)>0, a zatem
—2<a<4. (2)

Uwzgledniajac (1) i (2) otrzymujemy a€ (-2,—1)U(3,4).

IV sposéb
Poniewaz lewa strona réwnania |x—5|=(a—1)2—4 jest nieujemna, wiec réwnanie ma co
najmniej jedno rozwigzanie rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy
(a—1)" 420,
(a—1-2)(a—1+2)20,
(a—3)(a+1) >0,
<-1 lub

>3,
Wtedy, podnoszac obie strony réwnania |x—5|:(a—1)2—4do kwadratu, otrzymujemy
réwnanie rownowazne

|x—5|2 :((a—l)2 —4)2,
(x—S)Z:((a—1)2—4)2,
x? =10x+25((a~1)’ —4)2 0.

Roéwnanie to ma dwa dodatnie rozwigzania rzeczywiste x;, x,, gdy spetnione sg jednoczesnie
trzy warunki

A>0 i X +x,>0 i xx, >0.
Ze wzordw Viete’'a otrzymujemy
2 2 \2 . —(~10) _ ;2
(-10)* =4 25-((a=1)"-4) |>0 i >0 i 25-((a-1)’-4) >0,

Druga z tych nieréwno$ci jest prawdziwa dla kazdej wartosci rzeczywistej a.
Rozwigzujemy pierwszg z tych nieréwnosci
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100—4(25—((61—1)2 —4)2j>0,
25—(25—((51—1)2 —4)2] >0,

((a—1)2—4)2>0,
(a—1)°—4=20,

_1-2)(a=1+2) #0,

(a—3)(a+1)#0,

a#3 i a+-—1.
Rozwigzujemy trzecig z nieréwnosci

25—((61—1)2—4)2 >0,
(5—((a—1)2—4))(5+((a—1)2—4))>0,
(9-(a=1)")((a-1)*+1) >0,
Poniewaz (a—1)°+1>0 dla kazdej wartosci a, wiec
9—(a—1)*>0,

(3-(a-1))(3+(a-1))>0,

(4—a)(2+a)>0,

(a

—2<a<4.
W rezultacie otrzymujemy
(a<-1luba=3) i a#3 i a#-1 i -2<a<4.
Stad
ae(-2,-1)U(3,4).
V sposéb

Rozwazmy dwa przypadki.
1. Gdy x—-5=20, czyli x=5, to wtedy |x—5|=x—5, a rownanie ma postaé

x=5=(a —1)2 —4.Stad x=(a —1)2 +1. Rozwigzanie to jest dodatnie dla kazdej wartosci

rzeczywistej a. Poniewaz x>5, wiec (a—l)2+125, czyli (a—l)2 >4, skad |a—1|>2,
awiec a<-1 lub a=3.W tym przypadku otrzymujemy
a€ (—oo,~1)\U(3,+00).
2. Gdy x—-5<0, czyli x<5, to wtedy |x—5|=5—x, a réwnanie ma postac

5—x=(a—1)2—4. Stad x=9—(a—1)2. Rozwigzanie to jest dodatnie, gdy

9—(a—1)2 >0, czyli (a—l)2 <9, skad |a—1|<3, a wiec —2<a <4. Rozwigzanie to jest
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mniejsze od 5, gdy 9—(a—1)2 <5, czyli (a—l)2 >4, skad |[a—1|>2, awiec a<-1 lub
a>3. Zatem w tym przypadku otrzymujemy a € (—-2,—-1)U(3,4).
W rezultacie rozpatrzonych przypadkéw otrzymujemy
a€ (—oo,—1)U(3,4+e0) i ae(-2,-1)U(3,4),
a wiec
ae(-2,-1)U(3,4).

Zadanie 3. (3 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan

V. Rozumowanie i argumentacja. 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy postuguje sie
wzorami skréconego mnozenia: (a+b)’, (axb)’,

a-b*, a®+b® (2.a).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania ..........ccccccccccceri s 1p.

Zdajgcy zapisze réwnanie (a+1)* =(2b+1)’
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ccceeeveeeiiiiiieeisccs s 2p.

Zdajacy zapisze wniosek a =2b (bez uzasadnienia lub z niepetnym uzasadnieniem)
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T = 1T L= 7= {3 - 3p.

Zdajgcy zapisze petne uzasadnienie.

Zasady oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do petnego rozwigzania zadania.........cccccoooiiiiii s 1p.
Zdajgcy zapisze rownanie (a —2b)(a +2b) = -2(a —2b)

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccceeeiimmmiincn 2p.

Zdajacy zapisze wniosek a =2b (bez uzasadnienia lub z niepetnym uzasadnieniem)
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T = 1T L= 7= {3 - 3p.

Zdajgcy zapisze petne uzasadnienie.
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Zasady oceniania lll sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do petnego rozwigzania zadania.........cccccccciei s 1p.
Zdajacy obliczy wyrdznik tréjmianu kwadratowego a” + 2a —4b* —4b np. zmiennej a, obliczy
jego wyréznik A = (4b + 2)2 i zapisze, ze jest on nieujemny dla kazdej wartoéci b albo, ze
jest on dodatni dla kazdej wartosci b >0

i na tym zakonczy lub dalej popetni bitedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeeiieiiiiiiiiiinicresscsessesese e 2p.

Zdajgcy obliczy pierwiastki trojmianu a® +2a—4b> —4b: a=-2-2b lub a=2b
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T 2= 1 =T o =Y {1 3p.

Zdajgcy zapisze petne uzasadnienie.

Uwaga
Jezeli zdajgcy sprawdza prawdziwo$é rownania jedynie dla wybranych wartodci a i b,
to otrzymuje 0 punktow.

Przyktadowe rozwigzanie

| sposéb
Zapisujemy réwnanie réwnowazne réwnaniu z zatozenia: a’ +2a+1=4b>+4b+1.
Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia i zapisujemy to réwnanie w postaci

(a+1)> =(2b+1)*. Oba wyrazenia w nawiasach sg dodatnie, zatem réwnos¢ kwadratéw jest
rownowazna réwnosci tych wyrazen, stgd a+1=2b+1 idalej, a=2b.

To konczy dowéd.

Il sposéb
Przeksztatcamy zatozenie rownowaznie:

a’—4b* =4b-2a.
(a—2b)(a+2b)=-2(a—2b)
(a—2b)(a+2b+2)=0.

Liczby a i b sg dodatnie, zatem a+2b+2#0.Stgd a—2b=0, czyli a=2b.

To konczy dowéd.
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lll sposéb
Wyrazenie a” +2a —4b> — 4b traktujemy jako tréjmian kwadratowy jednej zmiennej np. a.

Wyroznik tréjmianu kwadratowego a’ +2a —4b” —4b jest rowny: A = (4b+ 2)2 .

Ten wyrdznik jest nieujemny dla kazdej rzeczywistej wartosci b.
Obliczamy pierwiastki tego tréjmianu

a=-2-2bluba=2b.
Poniewaz b >0, wiec liczba —2—-2b < 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze a >0.

Zatem a=2b.

To konczy dowéd.

Zadanie 4. (3 pkt)

Obszar standardow Opis wymagan

V. Rozumowanie i argumentacja. 7. Planimetria. Zdajacy wykorzystuje wtasnosci figur
podobnych w zadaniach, w tym umieszczonych w
kontekscie praktycznym (7.b).

Zasady ocenianial i Il sposobu
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania

.............................................................................................................................................. 1p.
Zdajacy:
« skorzysta z podobienstwa trojkatow i zapisze, np.:|AD| = 3|KP| Iub zapisze
|CP|=x i |DP|=2x
albo
* skorzysta z twierdzenia o odcinkach stycznych i zapisze, np.: |[KM|=|KP|
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeeviiiiiiiiiiiisccseseesssseeeeee e 2p.
Zdajacy:
e skorzysta z podobienstwa tréjkgtéw CPK i CMD i zapisze poprawne rownanie
. o o |PK| 2x
pozwalajgce obliczy¢ dtugos¢ odcinka PK: —— = 3—
X

albo
e skorzysta z podobienstwa tréjkatow ADM i ACD oraz zapisze poprawne rownanie
. L. 4—r 3¢t .
z jedng niewiadoma, np. v gdzie t =|KM|=|KP|
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQzanie Pelne.......... ettt e e e e nnnnan 3p.

Zdajgcy rozwigze powyzsze rownanie i uzasadni, ze |AM|:|MC|=4:5.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe rozwigzanie

| sposéb
Najpierw uzupetnimy rysunek.

C

X

K L
P
M
A D B

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnosimy, ze odcinek KL jest réwnolegty
do odcinka AB.

Oznaczmy $rodek odcinka KL przez P'i niech |CP|=x.
Trojkaty CKP i CAD sg podobne (cecha KKK) w skali 1:3. Wtedy |PD|=2xi|MD|=2x.

Trojkaty CPK i CMD sa podobne (cecha KKK). Stad Igﬁl = ||Ag§|| , czyli |P2K| :?.
X
Stad |PK| :%, wiec [AM | =% oraz |MC]| =6—%=§.
8
Zatem @ =3 = i .
mc| s
To konczy dowaod.
Il sposéb
Najpierw uzupetnimy rysunek. c
P
K L
M
A D B

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnosimy, ze odcinek KL jest rownolegty
do odcinka AB.

Niech punkt P bedzie srodkiem odcinka KL.

Zauwazamy, ze|KM|=|KP|,z twierdzenia o réwnosci odcinkéw stycznych, taczacych punkt

lezgcy poza okregiem z punktami stycznosci.
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Niech |KM|=|KP|=t. Wtedy |AD|=3t i |AM|=4—t. Trojkat ADM jest podobny do tréjkata

ACD , na mocy cechy (kat, kat, kat); sg to trojkaty prostokgtne, a kat MAD jest wspdlny dla
obu trojkatéw.

Mozemy zatem zapisac réwnosc:

|AM| _|AD|  4—¢ g2
m=m,c | ?:—,skad otrzymujemy réwnanie 9¢° +6t—24=0.

. , : 4 . . :
Réwnanie to ma dwa rozwigzania: t:—2,t:§. Odrzucamy ujemne rozwigzanie tego

réwnania.
4 8
4-= =
_4 lam| T35
Zatem t =—. Ostatecznie = =
3 mc| . 4 105
3 3
To konczy dowéd.
Zadanie 5. (5 pkt)
Obszar standardéw Opis wymagan
V. Rozumowanie i argumentacja. 5. Ciggi. Zdajacy stosuje wzory na n-ty wyraz i na
sume n-poczatkowych wyrazoéw ciggu
arytmetycznego i ciggu geometrycznego, rowniez
umieszczone w kontekscie praktycznym (5.c).
Zasady oceniania |, Il i lll sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania........cccccceeiiiimirececiririr e 1p.

Zdajacy
e wykorzysta wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego lub wiasno$é ciggu
geometrycznego i zapisze np.:

o @=aqiag=aq’
lub
o al+alq+alq2 :%
lub

2

albo
e wykorzysta wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego Iub wiasno$é ciggu

arytmetycznego i zapisze np.:

o (ay=a,+ria=a,+3r) lub(b,=a,+rib,=a,+3r)lub(b,=b+rib,=b+3r)
lub

o a-a,=2(a,—ay) lub b, —b, =2(b,—b,)
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ........ccccciiiiiiieii 2p.
Zdajacy
e zapisze ukfad rownan, z ktérego mozna otrzymac réwnanie z jedng niewiadoma, np.:
o a+aq+aq’ =% i, =aq’ +3(alq—a1q2)
lub
atayq 2
2_21. 3 tagq
o ataqtaq =Giaq= >

albo
e zapisze rownanie pozwalajgce wyznaczy¢ zwigzek migdzy air, np.:

(a5 +r)2 =(a3+3r)-a,

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cccceeeevieiiiiieiesisscs s 3p.
Zdajacy

e zapisze réwnanie z jedng niewiadoma, np.: 2q2 —3g+1=0
albo

e zapisze r=a

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne ... 4p.
Zdajgcy
e rozwigze rownanie z jedng niewiadomg, np. 2q2 —3g+1=0: g=1lub ¢ :%
albo
e obliczy trzeci wyraz ciggu geometrycznego (a, ): a, :%
ROzZWigzanie PelNe......... e 5 p.

Zdajacy obliczy pierwszy wyraz ciggu geometrycznego a; =3.

Uwagi

1. Jesli zdajgcy zamienia (myli) wlasnosci ciggu geometrycznego z witasnosciami ciggu
arytmetycznego, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

2. Jesli zdajacy zapisuje tylko odpowiedz a; =3, to otrzymuje 0 punktow.

3. Jesli zdajgcy odgadnie iloraz ciggu geometrycznego, a nastepnie obliczy na tej podstawie
pierwszy wyraz tego ciggu, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

4. Jesli zdajgcy blednie stosuje wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (np. zapisuje
ay :a1q3) lub ciggu arytmetycznego i korzysta z tego w rozwigzaniu, to za cate
rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

5. Jesli zdajacy stosuje poprawng strategie rozwigzania zadania, a jedynymi biedami
w rozwigzaniu sg btedy rachunkowe, to otrzymuje maksymalnie 4 punkty.
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6. Akceptujemy sytuacje, w ktérych zdajgcy dzieli obie strony zbudowanych przez siebie
rownan przez a; albo przez r, albo tez przez g—1 bez zapisania jakiegokolwiek
komentarza.

7. Jezeli zdajacy rozwigze réwnanie z jedng niewiadoma, np. 2¢° —3g+1=0: g=1 lub
q =~ oraz obliczy dwie wartosci a,: a, =3, q, :% i nie odrzuci ¢, :%, to otrzymuje

4 punkty.

Przyktadowe rozwigzanie

| sposéb
Sumujgc wyrazy ciggu geometrycznego otrzymujemy rownosc
) 21
a +aq+aq =?. (1)

Niech (b, ) bedzie rosngcym ciggiem arytmetycznym.
Zatem b, = a,q*, b, =a,q , b, = a;, wiec roznica tego ciagu r = a,q —a,q* oraz b, =b, +3r,

Stad wynika, ze ¢ =3a,9—-2a,¢° i a,(2¢> =3¢ +1)=0.

Poniewaz z réwnosci (1) wynika, zea, #0, wiec 2q2 —3g+1=0. Zatem g=1 lub ¢ :%.
Dla g =1ciag (a,) jest staty. Stad ciag (b, ) tez jest staty. Zatem tylko dla ¢ =%ciag (,)
moze by¢ ciggiem rosngcym. Otrzymujemy wtedy » =%a1. Z rébwnosci (1) otrzymujemy

1 1 21 0
a +Ea1 +Za1 =7 a stad wynika, ze a; =3.

Il sposéb

W ciggu arytmetycznym b, =a,, b, =ay+r,by =a,+3r, gdzie r>0.

Poniewaz cigg (a3 +3r, ay +r, a3) jest ciggiem geometrycznym, wiec zachodzi rownosc¢
(ay +r)2 =(a;+3r)-a;,

skad wynika, ze a32 +2a3r+r2 = a32 +3a5r,

a zatem r° = ar.

Poniewaz z zatozenia r >0, wigc r = a;. Podana suma trzech wyrazow jest zatem rowna

4ay+2ay +a; =%.

Otrzymujemy zatem a, :% . Wtedy a; =b, =4a; =3.

lll sposéb
Z danych w tresci zadania wynikajg réwnosci:

b, :alqz, b,=aq,b,=q.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Poniewaz (bn) jest ciggiem arytmetycznym, wiec mozemy zapisa¢ rownosci

_bytb, _at+agq

b
T2 2
oraz
@ t+aq 2
, _btb o AT
2 ) ) 19
Rozwigzemy réwnanie
+
9 a1q+a1q2
=a
B 19

o 21 : o . . o
Poniewaz ¢, +a1q+a1q2 =—, wiec mozemy zatozy¢, ze a; #0. Powyzsze réwnanie jest
4

zatem réwnowazne réwnaniu

ZT:q, czyli réwnaniu 1+q+2q2 =4q.
1
Réwnanie kwadratowe 2q2 —3¢g+1=0 ma dwa rozwigzania: g =1 oraz ¢ :E.
1
Jesli ¢ =1, to obydwa ciggi sg ciggami statymi. Zatem tylko dla g = Eciag (b,) moze by¢
ciggiem rosngcym.
. - » 21 . ] .7 21 .
Z réwnosci a; +a;q+a;q :? otrzymujemy rownanie Zal :7’ czyli a; =3.
Zadanie 6. (4 pkt)
Obszar standardéw Opis wymagan
IV. Uzycie i tworzenie strategii. 6. Trygonometria. Zdajagcy rozwigzuje rownania
i nieréwnosci trygonometryczne (R6.e).

Zasady oceniania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
(07 AT T - T ] - S 1p.

Zdajgcy doprowadzi réwnanie do postaci rownowaznej, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna tego samego kata, np.:

3—6sin’ x+10—10sin” x =24sinx—3
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....ccccvrriiiiiiiiiisce e 2p.
1
Zdajacy rozwigze réwnanie kwadratowe 2¢> +3t—2=0: =-2 oraz t = 5

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeeiieiiiiiiiiiinicccceesssseeere e 3p.

Zdajacy
e zapisze, ze rownanie sinx =-2 nie ma rozwigzan i poda co najmniej jedng serie

rozwigzan rownaniasin x = E w zbiorze liczb rzeczywistych:

x= %+ 2Urlub x= 5?”+ 2%, gdzie k jest liczbg catkowitg

albo
e Zzapisze, ze réwnanie sin x =—2 nie ma rozwigzan i poda jedno rozwigzanie réwnania

) 1
sin x = 5 w przedziale <O, 21‘E>

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy

(20 AT T = 1 T L= 7= {3 - PP 4p.
. . L . T 5w
Zdajacy wyznaczy oba rozwigzania rownania: x, =g oraz x, =?.
Uwagi
1. Akceptujemy przyblizone rozwigzania elementarnych rownan trygonometrycznych.
. 1
2. Jezeli zdajacy wyznaczy poprawnie obydwa rozwigzania réwnania sin x = E nalezace

do przedziatu (O, 275) i nie zapisze komentarza dotyczgcego réwnania sinx=-2,

to otrzymuje 4 punkty.
3. Jezeli zdajgcy przed uzyskaniem rownan elementarnych popetni btedy rachunkowe

i otrzyma rownania elementarne, z ktérych co najmniej jedno ma dwie serie rozwigzan
w zbiorze liczb rzeczywistych, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.
4. Jezeli zdajgcy przed uzyskaniem elementarnych réwnan trygonometrycznych popetni
btad polegajgcy na niepoprawnym zastosowaniu wzoru na cosinus kgta podwojonego

lub btad polegajacy na podstawieniu w miejsce sinx wyrazenia +1—cos’x, ale
otrzyma co najmniej jedno réwnanie typu sinx=a, gdzie ae(-10)u(0,1),
i konsekwentnie to réwnanie rozwigze, to za cate rozwigzanie moze otrzymacC co
najwyzej 2 punkty. Jezeli jednak zdajgcy otrzyma co najmniej jedno réwnanie typu
sinx=a, gdzie ae{-1, 0,1}, i to rownanie konsekwentnie rozwigze, to za cate

rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

5. Jezeli zdajagcy zapisze réwnanie sinx= gcos2 X, réwnowazne réwnaniu
. . L 4
3cos2x+10cos’ x =24sin x—3, a nastepnie rozwiaze réwnanie gcos4 x+cos’x—1=0,

otrzymujgc 4 rozwigzania tego réwnania nalezgce do przedziatu <0,27z>: x:%,

5 7 11 . ” . , 7 11
X=—7m,x=—7, x=—7 inie odrzuci ,obcych” rozwigzan: x=—7x, x=—7, 10 za
6 6 6 6 6

cate rozwigzanie moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe rozwigzanie
Przeksztatcamy dane rownanie w sposob rownowazny:

3cos2x+10cos® x =24sinx—3,
3(1-2sin” x)+10(1—sin’ x) = 24sinx -3,
3—6sin’ x+10—10sin® x =24sinx—3,

16—16sin* x =24sinx,

16sin” x+24sinx—16=0

2sin” x+3sinx—2=0
Niech ¢ =sin x. Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe:
2° +3t-2=0,

A=3"+4-2.-2=9+16=25,

JA =5,

e
4 4 ,
-3+5 2 1
t2 = = =
4 4 2
Rownanie sin x = —2 jest sprzeczne, a rownanie sin x = % ma w przedziale <0, 2n> dwa

. . T Sn
rozwigzania: x, :g oraz x, =—.

Zadanie 7. (4 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan

[ll. Modelowanie matematyczne. 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajgcy stosuje wzory
Viete’'a (R3.a).

3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajgcy rozwigzuje
réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem,
przeprowadza dyskusje i wycigga z niej wnioskKi
(R3.b).

Zasady oceniania |l i Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie zadania sktada sie z dwoch czesci.
Pierwsza z nich polega na:

e rozwigzaniu nieréwnosci A >0:me R\{8}
albo
e sprawdzeniu, zedla Kkazdej obliczonej wartosci parametru m réwnanie
x* =(3m+2)x+2m’ +7m—15=0 ma dwa rozwigzania rzeczywiste.
Za poprawne rozwigzanie tej czesci zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

CENTRALNA
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Druga czes¢ polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek 2xl2 +5x,x, +2x§ =2 . Za te cze$¢ rozwigzania zdajgcy otrzymuje 3 punkty.

Podziat punktow za drugg czes$¢ rozwigzania:
1 punkt zdajgcy otrzymuje za:

e obliczenie dwéch pierwiastkéw trojmianu x* —(3m+2) x+2m’° +Tm—15:
X, =m+5orazx, =2m-3.
albo
e przeksztatcenie wyrazenia 2x; +5x,x, +2x; do postaci: 2(x, +x, )2 +x,X,
lub rownowaznej, ale zawierajgcej jedynie zmienne x, +x, oraz x, -x,.
2 punkty zdajgcy otrzymuje za:
e zapisanie réwnania 2x12 +5x,x, + 2x§ =2 w postaci rbwnania z jedng niewiadomag m, np.:
2(m+5)" +5(m+5)(2m=3)+2(2m-3)" =2
albo
e Zapisanie rownania 2(x1 +x2)2 +x,x, =2 w postaci réwnania z jedng niewiadomag m,
np.: 2(3m+2)" +2m* +Tm—15=2

3 punkty zdajgcy otrzymuje za rozwigzanie rownania 20m* +31m—-9=0:

9 1
I’l’l1 :—g oraz 7’}12 :Z.

Uwagi
1. Jezeli zdajgcy zamienia wzory Viéte'a przy przeksztatcaniu lewej strony réwnania
2xl2 +5x,x, +2x22 =2, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozpatruje warunek A >0 i nie sprawdzi, ze dla kazdej
z otrzymanych warto$ci parametru m réwnanie ma dwa rozwigzania rzeczywiste,
to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy przeksztatci warunek 2x; +5x,x, +2x; =2, otrzyma 2(x, +x2)2 +3x,x, =2

i rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, to za drugg cze$¢ rozwigzania moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.
4. Jezeli zdajgcy wykorzystuje niepoprawny wzor kwadrat sumy dwéch wyrazen jest réwny

sumie kwadratéw tych wyrazen”, przeksztatci warunek2x12 +5x,x, +2x§ =2 do postaci

2(x1 +x2)2 +5x,x, =2, i rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, to za drugg czesé
rozwigzania moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.
5. Jezeli zdajgcy rozpatrujgc rownosc 2x12 +5x,x, +2x22 =2 zmieni liczbe po prawej stronie

i zapisze rownanie, wynikajgce ze wzoréw Viete’a, w postaci 2 (3m + 2) +2m*+Tm—-15=0,
pomijajac wyktadnik 2 potegi o podstawie (3m+2) , toza drugg czes¢ rozwigzania
zadania moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

Przyktadowe rozwigzania

| sposéb
1. Rdéwnanie ma dwa rézne rozwigzania, gdy wyréznik tréjmianu jest dodatni: A > 0.

Obliczamy wyrdznik tréjmianu:
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

A=(~(3m+2)) ~4(2m* +Tm~15) = m* ~16m+64 = (m-8)".

(m—8)2 >0, gdy m#8.
Stad wynika, ze tréjmian ma nastepujgce pierwiastki:
x,=m+5 oraz x, =2m-3.
Mamy zatem rozwigzac¢ réwnanie
2(m+5)" +5(m+5)(2m=3)+2(2m-3)" =2.
To réwnanie doprowadzamy do postaci rbwnowaznej:
20m* +31m—-9=0.

Ma ono dwa rozwigzania:
m,=—— oraz m, =—
5 4

Kazde z otrzymanych rozwigzan jest rézne od 8.

. , - , - 9 1
Warunki zadania spetniajg dwie wartosci parametru m: m, =—g oraz m, = rk

Il sposéb
Przeksztalcamy réwnosé 2x; +5x,x, +2x; =2 w sposob rownowazny:

2()612 +x22)+5x1x2 =2,
2((x1 +x,) —2x1x2)+5x1x2 =2,

2(x +x,) +xx, =2.
Ze wzordw Viéete'a wynika, ze
X, +x, =3m+2orazx,x, =2m’> +Tm—15,
o ile pierwiastki x,i x, trojmianu istnieja.
Mamy zatem rozwigzac¢ réwnanie
2(3m+2)" +2m* +Tm-15=2,
To rownanie doprowadzamy do postaci rbwnowaznej
20m*> +31m—9=0.
Ma ono dwa rozwigzania:

m, =—— oraz m, =—.
5 4

Pozostaje sprawdzi¢, czy dla tych wartosci m dany tréjmian kwadratowy ma dwa rézne
pierwiastki. Mozemy, tak jak w sposobie pierwszym, obliczy¢ wyrdznik i przekonac sie, ze jest
on nieujemny. Mozemy takze podstawi¢ znalezione wartosci parametru m do danego
trojmianu i przekona¢ sie, ze otrzymane tréjmiany majg dwa rozne pierwiastki.

I 9 .
Po podstawieniu m = —gotrzymamy tréjmian:

, 17 528
X+ —x——.

5 25

1
Po podstawieniu m = 2 otrzymamy trojmian:
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Oba tréjmiany majg dwa rézne pierwiastki. Mozna sie o tym przekonaé, obliczajgc wyrozniki
lub zauwazajac, ze oba tréjmiany majg dodatni wspétczynnik przy x°i ujemny wyraz wolny.

Warunki zadania spetniajg dwie wartosci parametru m,:

m,=—— oraz m, =—.
5 4

Zadanie 8. (4 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe
w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinuséw i twierdzenia cosinuséw (R7.d).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki,

ale konieczny na drodze do petnego rozwigzania ........ccccccceeeerirrmrrrcennssssseerer s eenes 1p.
Zdajgcy obliczy dtugosci odcinkéw CP i PB oraz wyznaczy miary katéw BAC i CAB: |CP| =6,
|PB|=4, |«4BC|=|«BAC|=30° oraz |«ACB|=120°.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ... 2p.

Zdajacy obliczy diugos¢ odcinka AP: |4P|=14.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cccccceeviiiiiiiiiiiiiicscs e 3p.
4 14

Zdajacy zapisze zwigzek, z ktérego moze obliczy¢ sin« , np.: =

(20 AT T = 1 T L= 7= {3 - 4p.

Zdajacy obliczy sinusa kata & : sina = %

Zasady oceniania |l sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki,

ale konieczny na drodze do petnego rozwigzania ........ccccccceeeeiiiiririceeicess s 1p.
Zdajacy obliczy dtugosci odcinkéw CP i PB oraz wyznaczy miary katéw BAC i CAB: [CP|=6,
|PB|=4, |«4BC|=|«BAC|=30° oraz |«ACB|=120°.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ........cccccoiiiiiicccr 2p.
Zdajacy obliczy dtugosé odcinka AP: [AP|=14.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ccccoceciiimmmiinnni 3p.
Zdajacy obliczy dtugosci odcinkow AP i PR |AP|=14, |PR|=2.
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(R0 AT T 2= 1T L= 7= {4 - P 4p.

Zdajacy obliczy sinusa kata & : sina = %

Zasady oceniania lll sposobu rozwigzania
Rozwiagzanie, w ktérym postep jest niewielki,

ale konieczny na drodze do petnego rozwigzania ........ccccccceceeiiiimirrcecccs s s 1p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ odcinka PB
oraz zauwazy, ze miary katéw ACD i BCD sg réwne 60°: |PB|=4.

Rozwigzanie, w ktorym jest istothy postep ..o 2p.
Zdajacy obliczy diugos¢ odcinka AR: |4R|= 83 .
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........cccccvivmmmmiinnci 3p.
Zdajacy obliczy dtugosci odcinkéw AP i PR |4P|=14, |PR|=2.
(o AT YT 2= 1 =T o =Y {1 4p.
Zdajacy obliczy sinusa kata & : sina = %
Przyktadowe rozwigzania
| sposéb
C
P
a |
A B

Oznaczamy |<):PAB| =« . Poniewaz tréjkat ABC jest rownoramienny, wiec
|«<ABC|=|«BAC|=30° oraz |«ACB|=180°-2-30°=120°.

Dtugosci odcinkéw CP i PB sg réwne:

|CP|:%-10:6 oraz |PB| :%10:4.
Z twierdzenia cosinusow w trojkgcie APC otrzymujemy

| 4P =|AC| +|CP[" -2|4C]-|CP|- cos120°,
| 4P =100+36-2-10-6-sin(-30°),
|AP[ =196, czyli |4P|=14.

Z twierdzenia sinuséw w tréjkgcie ABP otrzymujemy
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|PB|  |4P|
sina sin30°"
4 _14
sin % ’
1
sina =—
7
Uwaga
Zdajgcy moze obliczy¢ dtugos$¢ boku AB, wykorzystujgc np. twierdzenie cosinusow w tréjkgcie
ABC

|4B[ =|AC" +|BC[" —2|AC|-|BC]-cos120°,
4B =10” +10° =2:10-10-(- 1),

|4B[ =300,
| 4B[" =300,
|4B|=10V3 .

Ponownie z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie ABP
|PB|" =|AP[ +|AB|" - 2| 4P| | 4B| cos e,
4 =147 +(10y3) ~2-14-10J3-cosar,

196+300—-16 480 12

2.14-103 2803 743

Poniewaz o jest katem ostrym, wiec

12 144 1
sina=+1-cos’* o = =—,
\/ 7[ \/ 147 147 7

cosa =

Il sposéb

A R B
Oznaczamy |<PAB| =« oraz R bedzie rzutem prostokatnym punktu P na podstawe AB
trojkgta ABC. Poniewaz trojkat ABC jest rbwnoramienny, wiec

|«<ABC|=|«BAC|=30° oraz |«ACB|=180°-2-30°=120°.

Dtugosci odcinkéw CP i PB sg réwne:
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|CP| =%10=6 oraz |PB| =%10 =4,
Z twierdzenia cosinusow w tréjkacie APC obliczamy dtugos¢ odcinka AP :
| 4P =|AC| +|CP[" -2|4C]-|CP|- cos120°,
|AP[" =100+36-2-10-6-sin(~30°),

|AP[ =196, czyli |4P|=14.
Tréjkat PBR jest potowg trojkata réwnobocznego, wiec

|PR|:1|PB|:1-4:2.
2 2

Zatem

PRl 2 1

sin@=——=—=—

4P| 14 7
lll sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

a -
A D R B

Zauwazmy, ze trojkat ABC sktada sie z dwoch ,potowek” trojkgtow réwnobocznych o boku
dtugosci 10, wiec

|Ac|f 10V3 .73

2

[4D] =
Dtugosci odcinkéw CP i PB sg réwne:
|CP|:%-10:6 oraz |PB| =§-10=4.
Tréjkat BPR takze jest potowg trojkata rownobocznego, wiec
|PR|= |BP| 5— 2 oraz |BP|=|PRN3 =243

Zatem
|AR|=|4B|~|BR|=10v3-243 =813,

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie APR otrzymujemy

|4P|= | AR[ +|PR = [(8¥3) +2* =196 =14.

Zatem
: PR 2 1
smgg=+——=—=—
4P| 147"
Uwaga
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Po obliczeniu dtugosci odcinkow PR i AR, mozemy obliczy¢ tangens kata o
PRI 2 1

tgo=1—=——=—r,
ga|AR|8J§4J§

a nastepnie, wykorzystujgc zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi, mozemy obliczyé
sinus tego kata.

Zadanie 9. (5 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 7. Planimetria. Zdajgcy stosuje wtasno$ci figur
podobnych i jednoktadnych w zadaniach, takze
umieszczonych w kontekscie praktycznym (R7.c).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;.
Zdajgcy postuguje sie rwnaniem okregu

(x-a)' +(y=b)" = (8.9).

Zasady oceniania I, I, lll, IV i V sposobu rozwigzania

Rozwigzanie sktada sie z dwoch etapow.
Pierwszy etap polega na wyznaczeniu wspotrzednych srodka danego okregu. Za poprawne
rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Drugi etap polega na wyznaczeniu réwnania/uktadu réwnan prowadzgcych do wyznaczenia
wspotrzednych $rodka jednokfadnosci oraz wspotrzednych srodka obrazu danego okregu
w tej jednoktadnosci.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 4 punkty.

Podzial punktéw za pierwszy etap rozwigzania

Zdajgcy otrzymuje 1 punkt, gdy
e zapisze wspotrzedne srodka: P =(4,3)

lub
e zapisze rownanie okregu x~ +y~ —8x—6y+8=0 w postaci (x—4)" +(y—3)" =17.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania
Zdajacy otrzymuje
1 punkt, gdy
o obliczy i zapisze wspétrzedne punktow K i L: K=(3,7) i L=(8,2)

albo
e obliczy odlegtos¢ punktu P od prostej o réwnaniu x+y—-10=0: d = |SP| = %
albo
e zapisze réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P= (4,3) prostopadtej
do prostej x+y—-10=0: x—y—-1=0
albo
e poda tylko promien obrazu okregu: R =3\/ﬁ,
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i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Zdajgcy otrzymuje
2 punkty, gdy
: . . : o 11 9
e zapisze wspotrzedne srodka jednoktadnosci: S = 5,5

albo

N2

2

o zapisze P’ =(x,x—1) izapisze |SP|=3:|SP|=
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Zdajacy otrzymuje
3 punkty, gdy

- -
e zapisze réwnanie, wynikajgce z réwnosci SP'=-3-SP, prowadzgce do wyznaczenia
wspoétrzednych $rodka P'=(a,b) okregu, bedacego obrazem punktu P=(4,3)

LI P L I
2 2 2 2
albo

e wykona poprawne podstawienie do odpowiedniego wzoru w zestawie Wybranych
wzorow matematycznych i zapisze:

a=—3-4+(1—(—3))-% oraz b=-3-3+(1-(-3)):

w jednoktadnosci:

N | o

albo

- -
e zapisze réwnanie, wynikajgce z réwnosci PP’ =—4-SP , prowadzgce do wyznaczenia
wspotrzednych srodka P =(a,b)okregu, bedacego obrazem punktu P =(4,3) w tej

jednoktadnosci:
11 9
[a—4, b—3]:—4-{4——,3——}
2 2
albo
e zapisze réwnanie \/(a —4)2 +(a —1—3)2 =62
albo

la+a-1-10] 92
2002

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

e zapisze rownanie

Zdajacy otrzymuje
4 punkty, gdy zapisze rownanie szukanego okregu
(x—10)’ +(y—9)* =153,
Uwagi:
1. Jesli zdajgcy realizuje poprawng strategie rozwigzania zadania, a jedynymi btedami
W rozwigzaniu sg btedy rachunkowe, to za takie rozwigzanie otrzymuje co najwyzej
4 punkty.
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2. Jesli zdajgcy zaktada btednie, ze srodkiem jednoktadnoséci jest Srodek danego okregu,
to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za drugg czes¢ rozwigzania.

3. Jesli zdajacy podczas obliczania wspétrzednych punktéw K, L lub S popetnia btad
polegajgcy na zamianie wspotrzednych i konsekwentnie do tego btedu rozwigze
zadanie do konca, to otrzymuje co najwyzej 4 punkty.

- -

4. Jesli zdajgcy stosuje btedne réwnanie SP=-3-SP’i konsekwentnie do tego btedu
rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty za drugg czesc
rozwigzania.

5. Jes$li zdajgcy zaklada btednie, ze trojkat KLP jest trojkatem prostokgtnym
i w rozwigzaniu stosuje te wlasnosé, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za druga
czesc¢ rozwigzania.

6. Jezeli zdajgcy narysuje w uktadzie wspoétrzednych dany okrgg i dang prosta,
a nastepnie wyznaczy graficznie obraz $rodka P danego okregu w jednoktadnosci
o $rodku S i skali £ =—-3 oraz zapisze réwnanie tego otrzymanego okregu, to moze
otrzymac 4 punkty za drugg cze$¢ rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzania
| sposéb
Wyznaczamy wspotrzedne sSrodka okregu oraz obliczamy promien tego okregu,
doprowadzajac réwnanie okregu do postaci (x—4)" +(y—-3)" =17.
Stad odczytujemy, ze srodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest réwny r = \/ﬁ .
Obliczamy wspoétrzedne punktéw K i L rozwigzujgc uktad réwnan:

x° +y2 —8x—-6y+8=0

=10—x

{x #(10-x)* ~8x—6(10—x)+8=0
=10—x
x"=1lx+24=0
o
x=3
{y 7Iub{
Zatem K =(3,7)i L=(8,2).
Srodek cigciwy KL , ktdry jest $rodkiem jednoktadnosci to punkt S = [121 zj

Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o $rodku S i skali k£ =—3 jest okrgg o promieniu

- -
R =317 oraz $rodku P'=(a,b) takim, ze SP’=-3-SP. Otrzymujemy réwnos¢:

LR TN AR S
2 2 2 2

Zatem

astgd a=10i b=9.
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Szukany okrag ma réwnanie (x—lO)2 +(y—9)2 =153.

Uwaga
2y* —18y+28=0

Zdajgcy moze z rownania prostej wyznaczy¢ x =10—y i wtedy otrzyma { 0
x=10-y

Il sposéb
Wyznaczamy wspotrzedne sSrodka okregu oraz obliczamy promien tego okregu,

doprowadzajgc réwnanie okregu do postaci ()c—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze $rodkiem okregu jest punkt P =(4,3), a promien okregu jest réwny r = 7.
Obliczamy wspotrzedne punktéw K'i L rozwigzujgc uktad rownan:
{x2+y2—8x—6y+8=0
y=10-x

X2 +(10-x)* =8x—6(10—x)+8=0
y=10—x

y=10—x

x=3 x=8
lub .
y=T y=2

Zatem K =(3,7)i L=(8,2). Srodek cigciwy KL, ktory jest srodkiem jednoktadnosci to punkt

{xz—ﬂx+24=0

Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o $rodku S'i skali £ =—3 jest okrgg o promieniu

- -
R =317 oraz $rodku P'=(a,b) takim, ze PP’ =—4-SP . Otrzymujemy zatem réwnosc:

a—4, b—3]:—4-[4—2,3—2}
2 2
Zatem
[a—4, b—3]=[6,6],

astgd a=101i b=9.
Szukany okrgg ma réwnanie (x—lO)2 +(y—9)2 =153.

lll sposéb
Wyznaczamy wspotrzedne sSrodka okregu oraz obliczamy promien tego okregu,

doprowadzajac réwnanie okregu do postaci (x—4)" +(y—-3)" =17.

Stad odczytujemy, ze srodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promienh okregu jest rowny r = \/ﬁ .
Wyznaczamy réwnanie prostej / przechodzacej przez punkt P = (4,3) i prostopadtej do danej
prostej x+ y—10=0. Prosta | ma zatem rownanie x— y—1=0. Srodek jednokfadnosci S jest
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punktem wspolnym obu tych prostych, wiec jego wspotrzedne obliczamy rozwigzujgc uktad
x+y-10=0

réwnan {x—y—le

11 9
Stad S=| —,— |.
? (2 2j

Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o $rodku S i skali k£ =—3 jest okrgg o promieniu

- -
R =3+/17 oraz $rodku P'=(a,b) takim, ze SP’=-3-SP. Otrzymujemy zatem ré6wnosc¢:

R LR N R S
2 2 2 2

Zatem

astgd a=10i b=9.
Szukany okrag ma réwnanie (x—lO)2 +(y—9)2 =153.

IV sposéb
Wyznaczamy wspoirzedne $rodka okregu oraz obliczamy promiehd tego okregu,

doprowadzajac réwnanie okregu do postaci ()c—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze srodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest rowny r = \/ﬁ .
Obliczamy odlegto$¢ d punktu P od danej prostej o réwnaniu x+y—-10=0.
_ ‘1-4+1-3—1 0‘ Y3
12412 2
Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o $rodku S'i skali k£ =-3 jest okrgg o promieniu
R=317 oraz $rodku P’ =(a,b).

Zauwazamy, ze |PP|=4-d, zatem |PP'|:6\/§. Wyznaczamy rownanie prostej |

przechodzgcej przez punkt P:(4,3)i prostopadtej do danej prostej x+y—10=0. Prosta /
ma zatem réwnanie x —y — 1 = 0. Poniewaz punkt P’ = (a,b) lezy na tej prostej prostopadtej,

wiec P’ =(a,a—1). Stad otrzymujemy kolejno
Ja—4) +(a-1-3 =62
(a—4)" +(a—4)" =362
(a—10)(a+2)=0,

skgd a=10 luba=-2.
Poniewaz skala jednoktadnosci k£ =—3, wiec jednoktadnos$¢ jest odwrotna. Zatem a =-2 nie
spetnia warunkéw zadania. Stad P'=(10,9).

Szukany okrag ma réwnanie (x—10)” +(y—9)* =153.
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V sposéb
Wyznaczamy wspotrzedne sSrodka okregu oraz obliczamy promien tego okregu,

doprowadzajgc réwnanie okregu do postaci (x—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze Srodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest rowny r = \/ﬁ .
Obliczamy odlegto$¢ d punktu P od danej prostej o rownaniu x+y—10=0.
_ \1-4+1-3—1 0\ Y
12412 2
Obrazem danego okregu w jednokfadnosci o $rodku S i skali £k =—3 jest okrgg o promieniu
R =317 oraz $rodku P’ =(a,b).

Wyznaczamy réwnanie prostej / przechodzacej przez punkt P = (4,3) i prostopadtej do danej

prostej x+y—10=0. Prosta / ma zatem réwnanie x—y—1=0. Poniewaz punkt P’ =(a,b)
lezy na tej prostej prostopadtej, wiec P'=(a,a—1)

92

5
Obliczamy odlegtos¢ punktu P’=(a,a—1) od danej prostej o réwnaniu x+y—10=0
la+a-1-10] |2a-11] |2a-112

RV/EE V2 2

Skala jednoktadnosci k£ =-3, wiec |SP'

:|—3|-d:3-d , zatem |SP

|SP’

Otrzymujemy réwnanie
2a-11N2 92
2 2
2a—11]=9
Jednoktadnos¢ jest odwrotna, zatem a=10. Stad P’ =(10,9).

Szukany okrag ma réwnanie: (x—10)" +(y—9)> =153.

Zadanie 10. (5 pki)

Obszar standardow Opis wymagan

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 4. Funkcje. Zdajgcy rozwigzuje zadania (rowniez
umieszczone w kontekscie praktycznym),
prowadzgce do badania funkcji kwadratowej (4.1)

Zasady oceniania

Rozwigzanie, w ktérym jest niewielki postep, ale konieczny na drodze do peitnego
Lo AT 2T o - N 1p.

Zdajacy zauwazy, ze pole trojkgta APQ jest réznicg pola kwadratu ABCD i sumy pdl trzech
tréjkgtow prostokgtnych: ABP, QCP, ADQ

PAPQ =PABCD_(PABP+PADQ+PQCP)'

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep ......ccevvvriiiieiiieiiiscc s 2p.
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Zdajacy zapisze pole tréjkata APQ jako funkcje zmiennej x
1 1 1
x)=4-—2-(2-x)——=-x-(2-x)—=-2-x
f()=4=-2:(2=x) = x-(2-x) =
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceeeeeeeiiiieseee s 3p.

Zdajacy zapisze wzor funkcji f w postaci f(x) = %xz —x+ 2 i wyznaczy dziedzine funkcji f:
(0,2).
Rozwigzanie prawie pelne ... it ennanas 4p.

Zdajgcy wyznaczy argument x, dla ktérego funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza: x = 1
lub rozwigze zadanie do konca, ale z btedami rachunkowymi.

(R0 AT T = 1T L= - {4 - P 5p.

Zdajacy obliczy pole trojkgta APQ: f(1) :%-12 —-1+2= %+1 ==.

N | W

Przyktadowe rozwigzanie

X 2—x
p__ 2 c
X
P
2
2—x
A 2 B

Pole trojkata APQ jest réznicg pola kwadratu ABCD i sumy pdél trzech trojkgtow
prostokatnych: ABP, QCP, ADQ

PAPQ =PABCD_(PABP+PADQ+PQCP)'

Pole kwadratu ABCD i tréjkatéw ABP, QCP, ADQ sa rowne odpowiednio:

Stad wynika, ze pole tréjkata APQ, jako funkcja f zmiennej x, jest réwne
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f(x)=4—%’2’(2—x)—%-x-(2—x)—%'2-x, gdzie xe(0,2).

Przeksztatcajgc rownowaznie wzoér funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci: f(x) = %xz -x+2.

Najmniejsza warto$¢ funkcja f przyjmuje dla argumentu x=1.

1 1 3
Stad f()==I-142=—+1==.
ad f() =7 5 5

3
Dla x=1 pole tréjkgta APQ jest najmniejsze i rowne 5

Zadanie 11. (4 pki)

Obszar standardéw Opis wymagan

lll. Modelowanie matematyczne. 10. Elementy statystyki opisowej; teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajgcy
wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji
i wariacji do zliczania obiektow w sytuacjach
kombinatorycznych (R10).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania

Rozwigzanie sktada sie z nastepujgcych czesci.

Pierwsza polega na wyrdznieniu trzech przypadkow i dodaniu — w kohcowej fazie rozwigzania
— otrzymanych trzech wynikow.

Druga cze$¢ polega na zapisaniu liczby rozwazanych w kazdym przypadku liczb i obliczeniu
liczby tych liczb.

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
(0¥ AT V= - 1 | - TP 1p.
Zdajacy

e poprawnie wskaze trzy przypadki

albo
e pominie jeden z przypadkdéw, ale zapisze liczbe liczb rozwazanych w jednym

e (T BT

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ........cccccoiiiiiiin 2p.

Zdajacy poprawnie wskaze trzy przypadki oraz zapisze liczbe liczb rozwazanych w jednym
przypadku lub pominie jeden przypadek, zapisze liczbe liczb w dwéch wskazanych przez
siebie przypadkach.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........cccceeiiimmiiinns 3p.
Zdajgcy poprawnie wskaze trzy przypadki i zapisze liczbe liczb rozwazanych w dwoch
przypadkach.

(20 AT T = 1 T L= 7= {4 - P 4p.

Zdajacy poprawnie wskaze trzy przypadki i poprawnie obliczy liczbe rozwazanych liczb:
12960.
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Uwagi
1. Rozwigzanie uznajemy za petne, jezeli zdajgcy zapisze liczbe rozpatrywanych liczb
siedmiocyfrowych bez uzycia symbolu Newtona oraz symbolu silni.
2. Jesli zdajgcy w kazdym z trzech rozpatrywanych przypadkoéw poprawnie zapisze jedynie
liczbe sposobdw rozmieszczenia:
o cyfry 1 oraz liczbe sposobdw rozmieszczenia cyfry 2
lub
e cyfry 1 oraz liczbe sposobdw rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2
lub
o cyfry 2 oraz liczbe sposobdéw rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2,
to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Zasady oceniania |l sposobu rozwigzania

Rozwigzanie sktada sie z dwdch czesci.

Pierwsza polega na obliczeniu liczby wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie
dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze
zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} oraz liczby tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfrg jest 0.

Druga czes$c¢ polega na obliczeniu liczby szukanych liczb.

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
[0y AT YT - T o - PR 1p.

Zdajacy zapisze, ze
e liczbe wszystkich szukanych liczb mozna obliczyé, odejmujgc od liczby wszystkich
Jliczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesiethym wystepujg dokfadnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2, dokfadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} liczbe
tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfra jest 0 lub z rozwigzania wynika, ze zdajacy
w ten sposob ustala liczbe szukanych liczb
albo
e wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuja
doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru

7\ (4 5
{0,3,4,5,6,7,8,9} jest . -8
312
albo

e wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz w ktérych
zapisie wystepujg dokfadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie jedna cyfra

6)(3
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} jest (3}-(2}-8

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep ..o 2p.

Zdajacy zapisze, ze

e liczbe wszystkich szukanych liczb mozna obliczyé, odejmujgc od liczby wszystkich

Jliczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesiethym wystepujg dokfadnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} liczbe
tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfra jest 0 lub z rozwigzania wynika, ze zdajacy
w ten sposob ustala liczbe szukanych liczb
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oraz
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg
doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru

7\ (4 5
{0,3,4,5,6,7,8,9} jest . -8
312
albo

e liczbe wszystkich szukanych liczb mozna obliczyé, odejmujgc od liczby wszystkich
Jliczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg dokladnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2, dokfadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} liczbe
tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfra jest 0 lub z rozwigzania wynika, ze zdajacy
w ten sposob ustala liczbe szukanych liczb
oraz
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz w ktérych
zapisie wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna cyfra

6)(3
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} jest (3}-[2]-8

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccccceiimimiincsn 3p.

Zdajacy zapisze, ze
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1,

7\ (4
doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} jest (3] ' (2} &

oraz
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, ktorych pierwszag cyfrg jest 0 oraz w ktérych zapisie
wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna cyfra ze zbioru

6) (3
{0,3,4,5,6,7,8,9} jest [ M j-S
3)12

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.
RozWigzanie PeNe ...ttt e e nrennrnnne 4p.

Zdajgcy poprawnie obliczy liczbe rozwazanych liczb: 12960.

Uwagi

1. Rozwigzanie uznajemy za petne, jezeli zdajgcy zapisze liczbe rozpatrywanych liczb
siedmiocyfrowych bez uzycia symbolu Newtona oraz symbolu silni.

2. Jesli zdajgcy, obliczajgc liczbe wszystkich szukanych liczb metodg opisang w I
sposobie rozwigzania, poprawnie zapisze jedynie liczbe sposobdw rozmieszczenia
w catej | czesci rozwigzania:

e cyfry 1 oraz liczbe sposobéw rozmieszczenia cyfry 2

lub

e cyfry 1 oraz liczbe sposobow rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2

lub

o cyfry 2 oraz liczbe sposobdw rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2,

to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.
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Przyktadowe rozwigzania

| sposéb
Rozwazamy trzy przypadki.

e |. Pierwszg cyfrg rozpatrywanej liczby jest 1. Wtedy na nastepnych szes$ciu miejscach
znajdujg sie dokfadnie dwie cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie dwie cyfry
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje

6)(4) ,
|1 |8 =15-6-64=5760.
2)\2

e |l. Pierwszg cyfrg rozpatrywanej jest 2. Wtedy na nastepnych szesciu miejscach
znajdujg sie dokfadnie trzy cyfry 1, doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie dwie cyfry ze
zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje

6) (3) .,
S||; |8 =203-64=3840.

e |ll. Pierwsza cyfra rozpatrywanej liczby jest rézna od 1 i od 2. Pierwsza cyfra jest tez
ré6zna od 0. Zatem na pierwszym miejscu stoi jedna z siedmiu cyfr ze zbioru
{3,4,5,6,7,8,9}. Wtedy na nastepnych szesciu miejscach znajdujg sie dokladnie trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna cyfra ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich

liczb istnieje
6)(3
7- . -8=7-20-3-8=3360.
3) 2

tacznie istnieje zatem 5760+3840+3360=12960 rozwazanych liczb.
Istnieje 12960 siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg
doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2.

Il sposéb

Zliczamy wszystkie ,liczby” siedmiocyfrowe, w ktérych zapisie dziesiethym wystepuja
doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}.
Wtedy na siedmiu miejscach znajdujg sie dokladnie trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2
i doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}.

Takich ,liczb” jest
7Y (4) ,
. -8°=35-6-64=13440 .
3)\2

Nastepnie zliczamy wszystkie ,liczby” siedmiocyfrowe, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz
w ktorych zapisie wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i dokfadnie jedna

cyfra ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}.
6)(3
. -8=20-3-8=480.
3)12

Takich ,liczb” jest
Jest zatem 13440—-480 =12960 rozwazanych liczb.
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Zadanie 12. (6 pkt)

Obszar standardéw Opis wymagan

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 9. Stereometria. Zdajgcy wyznacza zwigzki miarowe
w wieloscianach i brytach obrotowych

z zastosowaniem trygonometrii (9.b).

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia
charakteryzujgce czworokaty wpisane w okrag

i czworokaty opisane na okregu (R9.a).

Zasady oceniania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania...........ccooiiiiiiiii e 1p.
Zdajacy:
e Zzapisze, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego w trapez
ABCDIlub z rozwigzania wynika, ze zdajgcy te wiasnos¢ stosuje, np.: zapisze

|4B|+|CD|=10+16
albo
* obliczy wysokos¢ trapezu ABCD: h=|CE|=8

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep.......c.cccoviiiiiiiiiiii 2p.

Zdajacy:
e zapisze, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego w trapez
ABCDIlub z rozwigzania wynika, ze zdajgcy te witasnos¢ stosuje, np.: zapisze

|AB|+|CD|=10+16 i obliczy wysokos¢ trapezu ABCD :h=|CE|=8
albo
o obliczy wysokos¢ trapezu ABCD : h=|CE|=8i wysoko$¢ tego ostrostupa H =18
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie, w ktérym dokonano istotnego postepu, ale nie zostaly pokonane
zasadnicze trudnosci zadania..........cooeiiiiii i e 3p.
Zdajacy:
e zapisze, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego w trapez
ABCDIub z rozwigzania wynika, ze zdajgcy te wiasnosé stosuje, np.: zapisze

|AB|+|CD| =10+16 oraz obliczy wysokos¢ tego ostrostupa H =18
albo
e obliczy pole podstawy tego ostrostupa: P,z =104

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ............cccooiiiiiiiiiiiiic e 4p.

Zdajacy obliczy wysoko$¢ ostrostupa H =18 pole jego podstawy: Pz, =104
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.
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Rozwigzanie zadania do konca z usterkami, ktére jednak nie przekreslajg poprawnosci
rozumowania (np. btedy rachunkowe, btedy w przepisaniu, itp.) .......cccceeeeiiiiiriiciccnnnen. 5p.

RozWigzanie PelNne.... ... e 6p.

Zdajgcy obliczy objetos¢ ostrostupa: V' =624 .

Uwaga.

1. Jezeli zdajgcy we wzorze na objeto$¢ ostrostupa pominie czynnik % , to za cate

rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 5 punktéw.

2. Jezeli zdajacy popetni btgd polegajacy na niepoprawnym zastosowaniu definicji funkgciji
tangens, np.: przyjmie, ze jest to stosunek dtugosci przyprostokatnej lezagcej przy kacie
do przyprostokatnej lezgcej naprzeciw tego kata, to za cate rozwigzanie moze
otrzymac¢ co najwyzej 4 punkty.

3. Jezeli zdajgcy popetni btad polegajgcy na tym, ze niepoprawnie ustali zwigzki miedzy
diugosciami bokéw tréjkata prostokatnego o katach ostrych 30° i 60°, np. przyjmie,
ze wysokosc¢ trapezu to 83, to za cate rozwigzanie moze otrzymaé co najwyzej
4 punkty.

4. Jezeli zdajacy btednie przyjmuje, ze trapez ABCD jest rbwnoramienny lub przyjmie, ze
podstawy tego trapezu majg dtugosci 16 i 10, to za cate rozwigzanie moze trzymac co
najwyzej 1 punkt.

Przyktadowe rozwigzanie

B

Poniewaz w tym ostrostupie wszystkie Sciany boczne nachylone sg do podstawy pod tym
samym katem, wiec spodek O wysokosci H ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego
w wielokgt bedacy podstawg ostrostupa. Niech roznacza promien okregu wpisanego

w podstawe, 7 — wysoko$¢ trapezu ABCD, H natomiast niech oznacza wysoko$¢
ostrostupa.
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A ¢

E

Poniewaz w trapez mozna wpisa¢ okrag, wigc spetniony jest warunek: |AB|+|CD|=26.

Korzystajgc z wlasnosci trojkgta prostokgtnego EBC o kagtach30°, 60°, 90°, otrzymujemy:
h=|CE|=8, a stad wynika, ze r=4.

H
Poniewaz tgazg, wiec %z—i stad obliczamy H =18.

r
Objetoé¢ tego ostrostupa jest zatem rowna
1 1 |4B|+|cD| 126
V=—P H=—"—"—"—h-H=—-—8-18=624.
3 taBcp 3 3 5
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