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Zasady oceniania rozwigzan
zadan

Rodzaj dokumentu:

Egzamin: Egzamin maturalny

Przedmiot: Matem a.tyka.

Poziom: Poziom rozszerzony

MMAP-R0-100, MMAP-R0-200,
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MMAU-R0-100
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac¢ co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2024!

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Zdajacy:
1. Interpretowanie i operowanie V.13) postuguje sie funkcjami wyktadniczg
informacjami przedstawionymi w tekscie, i logarytmicznag, w tym ich wykresami, do
zarowno matematycznym, jak opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych
i popularnonaukowym, a takze w formie z zastosowaniami praktycznymi.
wykresow, diagramow, tabel.

Zasady oceniania
2 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 120 sekund.

1 pkt — wyznaczenie wspoétczynnika b: b = %mo
ALBO
— zapisanie zwigzku a +b =m, .
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Poniewaz po osiggnieciu stanu réwnowagi masa zwigzku A byta rowna %mo , wiec
— = i = ] . 20,051 = =
g Mo tl_l)inoom(t) tl_l)grnooa 2 +b=0+b=b

Stad i z warunku m(0) = m, otrzymujemy

my=a- 270050 4 gMo

8
§m0 .
Obliczamy czas, po ktérym pozostato 12,5% poczatkowej masy zwigzku A:

czyli a =

1Rozporzgdzenie Ministra Edukaciji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

1 8 1

gmo = amo . 2_0‘05't + §m0 /: my
1 8
= _. 2—0,05't
72 9

2—6 — 2—0,05-t

6 = 0,05t
t =120

Zatem po 120 sekundach przereaguje 87,5% masy poczatkowej zwigzku A.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Zadanie 2. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XIII.R1) oblicza granice funkcji (w tym
1. Stosowanie obiektow matematycznych jednostronne).
i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda obliczenia granicy oraz poprawny wynik: (— %)

1 pkt — zapisanie wyrazenia y w postaci —L gdzie x € (=3,3)

-9 x+3’
ALBO

— zapisanie wyrazenia IDC_3|+1 w ostacil-lx_3
zapisanie wyrazenia | —7—o+ g P 6 |x+3

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

| gdzie x € (-3,3).

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposoéb |
|x—3]|

x2—9

Przeksztatcamy wyrazenie , korzystajgc ze wzoru na réznice kwadratéw i definicji
wartosci bezwzglednej:

lx-3]  —-(x-3) -1

x2—9  (x—3)(x+3) x+3

dla kazdego x € (—3,3).

Poniewaz lim (x + 3) =6 oraz lim (—1) = —1, wiec
X3~ xX—3"
y lx—3] 1
e x2-9 6
Sposob Il

Niech € bedzie dowolng liczbg dodatnig. Oznaczmy 6 = 16—_56 .Wtedy § >0 i § <6.

Niech x bedzie dowolng liczbg rzeczywistg spetniajgcg warunek —§ < x — 3 < 0.

Wdéwczas
Ix—3] 1 —(x—3) 1 -1 1] 1 x=3 1 &
+-| = +—=| +—|=—- <= <
x>—9 6 (x—3)(x+3) 6 x+3 6l 6 Ix+3l 6 |x+3|
1 o) 1 o¢ 1 6
1+e€ €
<—.—:—.—:—.—<
66-6 6 66 66
1+e€
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zatem dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla kazdego x spetniajgcego warunek
—6 < x — 3 < 0 zachodzi

[x—3] 1
2 — 9 +g‘ <€
To oznacza, ze
o x-3] 1
il_r,r;_ x2-9 6
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Zadanie 3. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XIl.R2) stosuje definicje pochodnej funkgciji,
1. Stosowanie obiektéw matematycznych podaje interpretacje geometryczng
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ pochodnej;
matematycznych. XIII.R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;j

o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu

i ilorazu.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x, =7 oraz y = —x + 12 (lub
y=—(x—7)+)5).

2 pkt — obliczenie odcietej punktu P iwyznaczenie pochodnej funkcji f: x, = 7 oraz

2:(x—4)—(2x+ 1)1

! x —
f(x) —.
1 pkt — obliczenie odcietej punktu P: x, =7
ALBO

(x—4)— (2x+ 1)1
(x— 4)° |
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = 2

Uwaga:
Jezeli zdajacy btednie stosuje wzér na pochodng ilorazu funkgji, to moze otrzymac co
najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwiagzanie
Obliczamy odcietg x, punktu P:
2x9 +1
5 =
Xg — 4

5xg —20 =2x5+1
Xg =7
Wyznaczamy pochodna funkcji f:
2x—4)—(2x+1)-1

frx) = T
boon 9
flx) = m
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wyznaczamy réwnanie kierunkowe y = ax + b stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie P. Obliczamy wspo6tczynnik kierunkowy a w réwnaniu styczne;:

a=f"(7)=-1
Obliczamy wspétczynnik b w réwnaniu stycznej:
5=-1-7+b
b=12

Styczna ma réwnanie y = —x + 12.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Zadanie 4. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XII.R1) oblicza prawdopodobienstwo
2. Dobieranie i tworzenie modeli warunkowe [...].
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 115 .

2 pkt — zapisanie liczby elementéw zbioru A N B i wyznaczenie/zapisanie liczby elementéw
zbioru B: |AnB| =81 |B|=(})

ALBO
— wyznaczenie/zapisanie prawdopodobienstwa zdarzen AN B oraz B:

3 (10)

P(ANB) = 10 oraz P(B) = ﬁ.

1 pkt — zapisanie liczby elementéw zbioru AN B: 8
ALBO

— wyznaczenie/zapisanie liczby elementéw zbioru B, np. (130),
ALBO

10
— wyznaczenie/zapisanie prawdopodobienstwa zdarzenia B, np. P(B) = (2%0) ,
ALBO
8
,10°

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— wyznaczenie/zapisanie prawdopodobienstwa zdarzenia AN B, np. P(ANB) =

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu trzech ortéw z rzedu w dziesieciu rzutach moneta,
B — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu trzech ortdw w dziesieciu rzutach moneta,

() — zbidr wszystkich zdarzen elementarnych.

Wynikiem kazdego rzutu jest orzet (o) lub reszka (r). Wynikiem doswiadczenia losowego
jest dziesieciowyrazowy ciag o wyrazach ze zbioru {o,r}. Zatem liczba elementéw zbioru
jestrowna 210 = 1024.

Obliczamy liczbe elementéw zbioru B: |B| = () = 120.

Zdarzenie A N B polega na wyrzuceniu w dziesieciu rzutach doktadnie trzech ortéw i to
trzech ortéw z rzedu. Obliczamy liczbe elementéw zbioru AN B: |AN B| = 8.

Obliczamy prawdopodobienstwo P(A|B):
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

|ANB| 8

P(ANB QO 1024 8 1

P(A|B) = (AnB)_ 1o _Toza_8 _ 1

P(B) |Bl 120 120 15

[Q] 1024
Uwagi:
1. Zdajgcy moze rozwigzac zadanie poprzez obliczenie prawdopodobienstw zdarzen B oraz
ANB.

2. Zdajgcy moze obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia B, korzystajgc ze schematu
Bernoullego. Sukcesem w pojedynczej probie jest wyrzucenie orta. Prawdopodobienstwo

p sukcesu jest réwne p = % Przy liczbie préb n = 10 oraz liczbie sukceséw k = 3
otrzymujemy

7

=G (§)-() -3 42
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Zadanie 5. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze [11.R2) rozwigzuje réwnania i nierownosci
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw wymierne [...].
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odrdéznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.

1 1 4
2a+b T a+2b=3
postaci 4a® —4a+1>0,4b>—-4b+1 >0 albo a? —2ab+b%? >0
ALBO

2 pkt — wykorzystanie zatozenia i przeksztatcenie nierownosci do

oraz (lub

1 1
2a+b a+2b
miedzy odpowiednimi $rednimi liczb 2a + b oraz a + 2b) i przeksztatcenie tej
nierownosci do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowaé o prawdziwosci

tezy, np. % = % .

2a+b ' a+2b
1 pkt — zapisanie nieréwnosci w postaci rownowaznej jako nieréwnosci wymiernej

— zapisanie nierownos$ci miedzy odpowiednimi srednimi liczb

P(a,b) 3(a+2b)+3(2a+b)—4(a+2b)(2a+b)
0(apy = 0 P 3(2a+h)(a+2b) 20
ALBO

— zapisanie nierownosci w postaci rownowaznej jako nierbwnosci wielomianowej, np.
3(1+b)+3(a+1)=4(a+1)(1+b),
ALBO
1
2a+b
(lub miedzy odpowiednimi srednimi liczb 2a + b oraz a + 2b), np.

— zapisanie nieréwnoéci miedzy srednig harmoniczng a arytmetyczng liczb

1
oraz ¥ 2b

1 1
2a+b+a+2b > 2 2a+b+a+2b > 2
2 = 1 + 1 ! 2 = 1 + 1
1 1 2a+b  a+2b
2a+b a+2b

ALBO
— wykorzystanie zatozenia i zapisanie nieréwnosci w postaci réwnowaznej jako
1 S 4
a+2(1-a) = 3"
0 pkt — rozwigzanie, w ktdrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

nieréwnosci wymiernej z jedng niewiadoma, np. 5a +%1—a) +

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |
Poniewaz a >0 i b > 0, wiec (2a + b)(a + 2b) > 0.

) C ‘s 1 1 4
Przeksztatcamy rownowaznie nierownosc a 5D + P > 3

i otrzymujemy:
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Arkusze maturalne +

Zasady oceniania rozwigzan zadan

1 1 4
+ ==
2a +b a+ 2b 3
3(a + 2b) 3(2a + b) 4(a + 2b)(2a + b)

3(2a + b)(a+2b)  3(a + 2b)(2a+b) 3(a+2b)(2a+b) "

3a + 6b + 6a + 3b — 8a? — 20ab — 8b? -
3(2a + b)(a+ 2b) -

9a + 9b — 8a? — 20ab — 8b? -
3(2a + b)(a+ 2b) -

9a + 9b — 8a® — 20ab —8bh*> >0

Korzystamy z zatozenia i otrzymujemy dalej
9a+9(1—a)—8a?—-20a(l—a)—8(1—-a)?=0
4a° —4a+1=0
(2a—1)2=0

Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna, wiec nieréwnosé (2a — 1)2 = 0
jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a. To oznacza, ze nieréwnosé

1 1
2a+b + a+2
liczby rzeczywistej dodatniej b takich,ze a + b = 1.

5 = % jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a i dla kazdej

Sposob |l

Korzystamy z zatozenia a + b = 1 i nierbwnos¢

1 4 -
3 zapisujemy

1
2a+b+a+2b2
w postaci

1 1 4
+ ==
a+1 1+b 3

Mnozymy obie strony tej nieréwnosci przez liczbe dodatnia 3(a + 1)(1 + b) i ponownie
korzystamy z zatozenia, otrzymujgc kolejno:

31+b)+3(a+1)=4(a+1)(1+Db)
2—(a+b)=4ab

1> 4ab
(a + b)? = 4ab
(@a—b)2 >0

Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec nierownos¢
(a — b)? = 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a i kazdej liczby

1
2a+b + a+2
liczby rzeczywistej dodatniej a idla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej b takich, ze
a+b=1.

rzeczywistej b. To oznacza, ze nierownos$é

5 > % jest prawdziwa dla kazdej
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Sposob N
Korzystamy z nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng a harmoniczng dla liczb dodatnich
2a+D % 75725 i otrzymujemy:
1 n 1
2a+b a+2b
2 - 1 N 1
1 1
2a+b a+2b
1 1
2a+b + a+2b 2
2 “2a+b+a+2b
1 1
2a+b + a+2b 2
2 ~3(a+b)
1 1 4

+ =
2a +b a+ 2b 3(a+b)

Po skorzystaniu z zatozenia a + b = 1 otrzymujemy teze.

Sposoéb IV
- PR s 1 4 -
Korzystamy z zatozenia a + b = 1 i nieréwnos¢é 52+ b t3 b > 3 zapisujemy
w postaci
1 1 4

+ ==
2a +1—a a+2(1—a) 3
Mnozymy obie strony tej nieréwnosci przez liczbe dodatnig 3(a + 1)(2 — a) i otrzymujemy
kolejno:
1 4 1 - 4
a+1 2—-—a 3
32-a)+3(a+1)=4(a+1)(2—a)

6—3a+3a+3>—4a*+4a+8
4a? —4a+1=>0
(2a-1%?=>0

Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec nierownosc

(2a — 1)? > 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a, wiec w szczegdlnosci dla
1

2a+b  a+2

kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a i dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej b takich, ze

a+b=1.

+

kazdego a € (0,1). To oznacza, ze nierdwnos¢ 5 > % jest prawdziwa dla
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.R1) stosuje wlasnosci czworokagtow
kilkuetapowych, podawanie argumentéw wpisanych w okrag i opisanych na okregu.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.

2 pkt — wyznaczenie pola trapezu w zaleznosci od dtugosci jego podstaw: P = %b -Vab.

1 pkt — zastosowanie twierdzenia Pitagorasa i zapisanie réwnania z a, b oraz h, z ktérego
mozna wyznaczy¢ dtugos¢ wysokosci trapezu w zaleznosci od dtugosci jego
2 2
podstaw, np. (aTb) + h? = (%b)
ALBO
— wyznaczenie dlugosci promienia okregu w zaleznosci od dtugosci podstaw trapezu,

/a b
np. r = 77,

ALBO
— zapisanie, ze pole czworokata wpisanego w okrag i opisanego na okregu jest réwne
pierwiastkowi z iloczynu dtugos$ci bokéw tego czworokata,
ALBO
— zapisanie, ze wysokosc trapezu rownoramiennegdo jest srednig geometryczng
dtugosci podstaw trapezu.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

W przypadku, gdy zdajgcy zapisze nierdwnos¢ %b -vab > ab w postaci rownowaznej
%b > Vab i stwierdzi, ze jej prawdziwos¢ wynika z nieréwnosci miedzy $rednig
arytmetyczng i geometryczng réznych liczb dodatnich a i b, to rozumowanie uznajemy za
petne.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposoéb |
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

b

Trapez jest rownoramienny, wiec |AE| = |BF| = aT—b. Poniewaz trapez jest opisany na

okregu, wiec a+b =c+c,czyli c = aT-I—b .

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy

|BF|? + |FC|* = |CB|?

— \?
(az ) FhE =t

(a—b>2+h2_(a+b)2 4
2 2 /
a’? —2ab + b? 4+ 4h? = a? + 2ab + b?

h =+ab

Pole P trapezu jestrowne P = a;—b -h = a-;b -Vab.
Poniewaz a > b, wiec z nieréwnosci miedzy $rednimi arytmetyczng i geometryczna liczb

dodatnich a oraz b otrzymujemy %b > +ab. Stad

a+b
P =

> -vab > ab - Vab

czyli P > ab, co nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob Il
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku (K, L, M sg punktami stycznosci okregu z trapezem).

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze |BL| = % oraz |CL| = g .

Poniewaz srodek okregu wpisanego w trapez ABCD jest punktem przeciecia dwusiecznych
katéw wewnetrznych tego trapezu, wiec

|AKBS| = |4CBS| oraz |4MCS| = |4BCS|
Suma miar katéw wewnetrznych trapezu przy ramieniu BC jest réwna 180°, wiec
|AKBS| + |4CBS| + |£MCS| + |4BCS| = 180°
Zatem
|ACBS| + |ABCS| = 90°

To oznacza, ze tréjkat BCS jest prostokatny.
Wysoko$¢ tego tréjkata opuszczona na przeciwprostokatng jest promieniem okregu
wpisanego w trapez ABCD, wiec z twierdzenia o wysokosci trojkata prostokgtnego wynika,

. _ /a b 1 —~
e r = 77—2 ab.

Pole P trapezu jestrowne P = aT-I-b. 2r = %b -Vab.

Pozostaje wykazaé, ze prawdziwa jest nieréwnosé %b -vVab > ab.

Dzielgc obie strony tej nieréwnosci przez Vab, otrzymujemy

a+b
> ‘vab >ab [:Vab
a+b
> >+ab
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

a—2vVab+b>0
(Va—-vb)* >0

2
Z zalozenia a > b > 0, wigc Va — Vb > 0. Zatem (Va —Vb)" > 0 jako kwadrat liczby
dodatniej Va —+b. To oznacza, ze P > ab.

Sposdb I

Z wtasnosci czworokgta opisanego na okregu i w ktéry mozna takze wpisac okrag wynika, ze
pole takiego czworokata jest rowne va - b - c - d, gdzie a, b, ¢, d sg dtugosciami bokéw
czworokata.

Trapez ABCD jest opisany na okregu, ale jest on rGwnoramienny, wiec mozna na nim takze
opisac okrgg. Zatem pole P tego trapezu jestrowne P =Va-b-c-c = Vab - c, gdzie ¢
jest dtugoscig ramienia trapezu.

Poniewaz trapez jest opisany na okregu, wiec a+ b =c + ¢, czyli ¢ = aT-i-b .

Stad P = Vab -%b.

Poniewaz a > b, wiec z nieréwnos$ci miedzy $rednimi arytmetyczng i geometryczng liczb

dodatnich a oraz b otrzymujemy aT-I—b > +ab. Stad

+b
p=“2 vab > vab - Vab

czyli P > ab, co nalezato wykazaé.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 7. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VI.R2) rozpoznaje zbiezne szeregi
2. Dobieranie i tworzenie modeli geometryczne i oblicza ich sume.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

n-1
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a, = 12 - (l) :

2
1 n
a,=24-(3) .
3 pkt — odrzucenie wartosci g = 2 oraz poprawne zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego i zapisanie réwnania z jedng niewiadomg a; : all > =16 (dla
1-(3)
sposobu 1)
ALBO

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg g oraz obliczenie pierwiastkow tego
réwnania, np.

5
16(1-q*)+16(1-q*) - q*=5-16(1-q*) -q

igq=1 oraz q =—1, oraz q=%,oraz q=2,

oraz odrzucenie tych warto$ci q, dla ktérych nie jest spetniony warunek zbieznosci
|g%| < 1 (dla sposobu II).
2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg g oraz obliczenie pierwiastkow tego

réwnania, np. 2¢g2—5q¢+2=0i g =% oraz q = 2 (dla sposobu I)
ALBO

— zapisanie réwnan a; + a; - g2 = %al - q oraz 131612 = 16 (dla sposobu I).

o, . 5
1 pkt — zapisanie réwnania a; + a, - g% = 5014 (dla sposobu I)
ALBO
— poprawne zastosowanie wzoru na sume szeregu geometrycznego i zapisanie

. . aq
=1 I ).
réwnania -2 6 (dla sposobu II)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy zapisze sume wszystkich wyrazow ciggu o wyrazach nieparzystych jako
a
1qu i rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, to otrzymuje 3 punkty za cate
rozwigzanie.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

2. Jezeli zdajacy myli ciag geometryczny z arytmetycznym, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego (a,). Zwarunku a; + az = %az oraz

z wlasno$ci ciggu geometrycznego otrzymujemy

a,+a,-q* =

o

a, =0 v g2

Q
=
Q9

L)
SN———
I
[«

—_
+
S
[\S]
[
Nl Nl N o

_Q
+
_

Il
(=)

1
a,=0 VvV g=2 V q=§

Rozwazmy nieskohczony cigg wyrazow o numerach nieparzystych, tj. a4, as, as, ... . Jestto
cigg geometryczny o pierwszym wyrazie rbwnym a, oraz ilorazie g2. Poniewaz suma
wszystkich wyrazoéw ciggu (a,) o numerach nieparzystych istnieje i jest rowna 16, wiec

a, #0 oraz |g?| <1 i 1212 = 16. Pozostaje zatem rozpatrze¢ przypadki q = 2 oraz

1
9=

Gdy g = 2, to warunek |g?| < 1 nie jest spetniony.

Gdy q = % , to warunek |g?| <1 jest spetniony. Wtedy all > =16 istad a; = 12.
1-(2)
Nieskonczony cigg geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 12 iilorazie % spetnia

n—1
warunki zadania. Wzér ogoélny na n-ty wyraz ciagu (a,) ma posta¢ a, = 12 - (%)

Sposob

Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego (a,).

Rozwazmy nieskohczony cigg wyrazoéw o numerach nieparzystych, tj. a4, as, as, ... . Jestto
cigg geometryczny o pierwszym wyrazie rownym a, oraz ilorazie g2. Poniewaz suma
wszystkich wyrazoéw ciggu (a,) o numerach nieparzystych istnieje i jest rowna 16, wiec

a, # 0 oraz |g?| <1 i lf—lqz = 16. Zatem a, = 16(1 — q?).

Zwarunku a; + a3 = %az oraz z wlasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy

, 5
a, +a;-q =5 4l

Stad oraz z réwnosci a; = 16(1 — g?) otrzymujemy kolejno:

Strona 18 z 38

Arkusze maturalne + skuteczne metody rozwigzan « Matura matematyka PP i PR ¢ wielkimatematyk.pl



Zasady oceniania rozwigzan zadan

5
16(1 —g*) + 16(1 — ¢*) - ¢* =5 16(1—-q%) -q

16 — 16q% + 16> — 16q* = 40q — 4043
—16q* + 40q% — 40q + 16 = 0
—16(q* — 1) +40q(¢* —1) =0

—16(q*> — 1)(q* + 1) +40q(¢* —1) =0

(> —D[-16(q* + 1) + 40q] = 0
(g% — 1)(—16¢> + 40g — 16) = 0
g?—1=0 v —16¢g%>+40qg—16 =0

1
gq=1 VvV gq=-1 Vv q=2 V q=§

Uwzgledniajgc warunek |g?| < 1, otrzymujemy q = % . Zatem a, = 12. Nieskonczony ciag

geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 12 iilorazie % spetnia warunki zadania. Wzor

n—1
ogollny na n-ty wyraz ciggu (a,,) ma posta¢ a,, = 12 - (%)
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

Zadanie 8. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R8) oblicza katy trojkata i dtugosci jego
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | bokéw przy odpowiednich danych (m.in.
nietypowych. z wykorzystaniem twierdzenia sinusow).

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: v21 —3 (lub +30 — 6V21).
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscig boku AC), np.
2 ACIZ+62—2 6. .
(4V3)" = |ACI> + 62 =2 6-1AC] - (- 3),
V7+3V3
8 1

62 = |AC|2 + (4V3)" — 2+ |AC]| -4@-?

ALBO
— zapisanie dtugosci bokow tréjkgta ACE za pomocg jednej niewiadomej i zapisanie

rownania z tg jedng niewiadoma, ktére prowadzi do jej obliczenia, np. |AE| = 3x

oraz |AC| = 4x, oraz |EC| = V7x, oraz (4V3 — \/7x)2 + (3x)%? = 6% (dla

sposobu II),
ALBO

ACI2 = (4V3) +62—2-4V3 -6

— obliczenie sinusa kata ABC: —3+T\/ﬁ

2 pkt — obliczenie miary kata BAC: 120°
ALBO
— zapisanie dtugosci bokow trojkgta ACE za pomoca jednej niewiadomej, np.
|AE| = 3x oraz |AC| = 4x, oraz |EC| = V7x,

(dla sposobu III).

ALBO
— obliczenie cosinusa kata ACB: g .
1 pkt — zapisanie réwnania, w ktérym jedyng niewiadomg jest miara kata BAC (lub miara
43 _ 6 | : _ 643
kata ACB), np. m =8, m =8, 5 6 - sm|ziBAC| =24 -

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajacy uzyska |ABAC| = 60° oraz |ABAC| = 120° ikonsekwentnie obliczy
dtugosc boku AC dla obu tych wartosci katéw, ale w rozwigzaniu nie odrzuci wartosci

|AC| = 3 + V21, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Oznaczmy przez R promien okregu opisanego na trojkgcie ABC.
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

|BC| -
sin|4BAC|

w3
sin|4BAC|

Stad |4BAC| = 60° lub |4BAC| = 120°.

Dtugo$¢ boku tréjkgta rownobocznego wpisanego w okrgg o promieniu R jest rowna
RV3=4V3 = |BC|. Niech D bedzie wierzchotkiem tréjkata rownobocznego BCD
wpisanego w dany okrag. Poniewaz |AB| = 6, wiec A # D. Gdyby wierzchotek A lezat na
krotszym z tukéw BD, to wowczas AC bytby najdtuzszym bokiem trojkagta ABC. Gdyby
wierzchotek A lezat na krotszym z tukéw CD, to wowczas AB bytby najdiuzszym bokiem
trojkata ABC. Zatem A lezy na krétszym z tukéw BC okregui |ABAC| = 120°.
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie cosinuséw i obliczamy diugosé boku AC:

|BC|? = |AC|? + |AB|?> — 2 - |AB| - |AC| - cos|4BAC|

1
(4V3) = JAC? + 62 =26+ |AC| - <_§>

|JACI2+6-|AC| —12 =0
|JAC|=—-3+v21 Vv |AC|=-3-+21<0

Zatem |AC| = -3+ V21.
Sposob 1l

Oznaczmy przez R promien okregu opisanego na trojkgcie ABC.
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

|AB| -
sin|4#ACB|
6
————5 =98
sin|4ACB|

Stad sin|$ACB| = 5.

Niech E bedzie spodkiem wysokosci poprowadzonej w trojkgcie ABC z wierzchotka A na
bok BC.

Oznaczmy |AE| = 3x. Wtedy |AC| = 4x, |EC| = V7x, |BE| = 4V3 —V7x (zobacz
rysunek).
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2024 r.

43 —7x E V7x

3x 4x

Stosujemy do trojkata AEB twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy
(4V3 = V7x)" + (3%)? = 62
16x% —8V21x +12 =0
4x2 —2V21x +3 =0

2V21 -6 2V21+6
X=—%g vV ¥X=7g

4x =v21-3 V 4x=+21+3
Poniewaz V21 + 3 > 7 > 43 = |BC|, wiec ostatecznie |AC| = V21 — 3.
Sposob N

Oznaczmy przez R promien okregu opisanego na tréjkgcie ABC.
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

|BC| -
sin|4BAC|

w3 o
sin|£BAC|

Stad |4BAC| = 60° lub |4BAC| = 120°.

Dtugos¢ boku trojkata rownobocznego wpisanego w okragg o promieniu R jest rowna

RV3 = 4V3 = |BC|. Niech D bedzie wierzchotkiem tréjkata réwnobocznego BCD
wpisanego w dany okrag. Poniewaz |AB| = 6, wiec A # D. Gdyby wierzchotek A lezat na
krotszym z tukéw BD, to wowczas AC bytby najdtuzszym bokiem trojkata ABC. Gdyby
wierzchotek A lezat na krotszym z tukéw CD, to wowczas AB bytby najdtuzszym bokiem
tréjkata ABC. Zatem A lezy na krétszym z tukéw BC okregui |ABAC| = 120°.
Ponownie stosujemy do tréjkgta ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

|AB| -
sin|4ACB|
6
E—
sin|4ACB|
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Stad sin|$ACB| = 5.

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy
sin?|#ACB| + cos?|4ACB| = 1

32
(Z) + cos?|3ACB| =1

V7 V7
cos|4ACB| = e V cos|8ACB| = ~ 7T

Poniewaz AB nie jest najdtuzszym bokiem tréjkata, wiec kat ACB nie jest rozwarty

i dlatego cos |ZACB| = g

Obliczamy sin |4#ABC|:
sin|4ABC| = sin(180° — |4BAC| — |4ACB|) = sin(|4BAC| + |4ACB|) =
= sin|4BAC| - cos|4ACB| + sin|4ACB| - cos|4BAC| =

_V3 V7 3.(_1):—“_@

2 4 4 2 8
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy
|AC| 2R
sin|4ABC|

|AC| = 2R - sin|4ABC]|

-3 ++21
|AC|=8.T=—3+\/E

Uwaga:
Po obliczeniu cos |4#ACB| mozna obliczy¢ cos |4ABC]:

cos|3ABC| = cos(180° — [4BAC| — |4#ACB|) = — cos(|aBAC| + |4ACB|) =
= —cos|4BAC| - cos|4ACB| + sin|4ACB| - sin|4BAC| =
_1V7 343 _V7+3%3
2 4 4 2 8
Po zastosowaniu twierdzenia cosinusow otrzymujemy:

|AC|? = |AB|? + |BC|? — 2 - |AB| - |BC| - cos|4ABC|

2 V7 +3V3
ACI? = 6% + (4V3) —2-6-4V3 - ——
|AC| = /30 — 621
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acl = |(V21 -3)°
|AC| =V21 -3
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Zadanie 9. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R6) rozwigzuje réwnania
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
nietypowych. wiekszym niz w przyktadzie
4 cos2xcos5x = 2cos7x + 1.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: k?n oraz —%n + 2nk oraz

571 + 2wk, gdzie k € Z.

6

3 pkt — rozwigzanie réwnania sin(5x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych: ks_n ,gdzie k € Z
ALBO

o . V3 . . . 5
— rozwigzanie rownania cosx = — - W zbiorze liczb rzeczywistych: —g7 + 2nk lub

%n + 2nk, gdzie k € Z.

2 pkt — przeksztatcenie réwnowazne rownania do postaci alternatywy dwéch réwnan
trygonometrycznych: sin(5x) = 0 lub cosx = —@.

1 pkt — zastosowanie wzoréw na sinus sumy i roznicy katow i przeksztatcenie rownania do
postaci
sin(5x) cos x 4 cos(5x) sin x 4+ V3 - sin(5x) + sin(5x) cos x — cos(5x) sinx = 0
ALBO

— zastosowanie wzoru na sume sinusow i przeksztatcenie rownania do postaci

2 sin bx +4x cos 6x;4x ++/3 - sin(5x) = 0.

2
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Stosujemy wzory na sinus sumy oraz roznicy katow i przeksztatcamy rownanie rownowaznie,
otrzymujac:

sin(6x) + V3 - sin(5x) + sin(4x) = 0
sin(5x + x) + V3 - sin(5x) + sin(5x —x) = 0
sin(5x) cos x + cos(5x) sin x 4+ V3 - sin(5x) + sin(5x) cos x — cos(5x) sinx = 0
sin(5x) - (2 cosx + \/§) =0

sin(5x) =0 VvV 2cosx+V3=0
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V3
S5x=kmr V cosx=—7
M e i itk v ox=me 2k
x = z X = 671 T x—6n T
gdzie k € Z.
Sposob Il

Stosujemy wzér na sume sinusow i przeksztatcamy rownanie réwnowaznie, otrzymujac:
sin(6x) + V3 - sin(5x) + sin(4x) = 0

. 6x +4x 6x — 4x .
2 sin > cos > + /3 -sin(5x) = 0

2 sin(5x) cos x + V3 - sin(5x) = 0

sin(5x) - (2cosx +v3) =0

sin(5x) =0 VvV 2cosx+V3=0

V3

S5x=knr Vv cosx=—7
R x= lniomk v ox="m+ 21k
x—5 x = 671' T x—6n T

gdzie k € Z.
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Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. X.3) rozpoznaje w graniastostupach [...]
1. Stosowanie obiektéw matematycznych katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ krawedziami i przekatnymi), oblicza miary
matematycznych. tych katow;

X.4) oblicza [...] pola powierzchni
graniastostupéw [...], réwniez

z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
twierdzen.

Zasady oceniania

2
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: \/§_a +3v2a? .

2
3 pkt — wyznaczenie wysokosci graniastostupa: av2.
2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadoma (wysokoscig graniastostupa), np.

5
(H2+az)+(H2+az)—2-\/H2+az-\/H2+az-€=a2

1 pkt — obliczenie cosinusa kata «: >

6
ALBO
— zastosowanie twierdzenia cosinuséw do tréjkata ABF i zapisanie rownania
|AF|? + |BF|?> — 2 - |AF| - |BF| - cos a = a?.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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Oznaczmy ponadto przez H wysokos¢ graniastostupa.
Korzystamy z tozsamosci sin? a + cos? @ = 1 i obliczamy cos a:

vity,
T +cosca=1

25

cos? a—36

wiec cosa = % ,gdyz a jest kgtem ostrym.

Stosujemy do tréjkata ABF twierdzenie cosinusow, a nastepnie korzystamy z twierdzenia
Pitagorasa i otrzymujemy:

|AF|? 4+ |BF|?> — 2 - |AF| - |BF| - cos @ = a*

5
(H2+az)+(H2+az)—2-\/H2+az-\/H2+az-€=a2

1
3 (H? + a®) = a?
H=aV2
Obliczamy pole P powierzchni catkowitej graniastostupa:
2\/_ \/_ 2
P=2- 4+3aa\/—— + 3v2a?
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Zadanie 11. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy IX.R3) znajduje punkty wspdlne prostej
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | i okregu oraz prostej i paraboli bedgcej
nietypowych. wykresem funkcji kwadratowe;j.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapéw.

Pierwszy etap polega na obliczeniu wspotrzednych punktéw A oraz B. Za poprawne

wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktéw za pierwszy etap rozwigzania:

2 pkt — obliczenie wspétrzednych punktéw A oraz B przeciecia paraboli i prostej
3x+y=2=0: A=(-3,7) oraz B = (2,-8).

1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (jedng ze wspotrzednych punktu A4 lub B),

y=x%>—2x-8 .

3x+y+2=0"

2
3x+x2—2x—8+2=0,y=(—y§6 +2q;a—8.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

ktore wynika z uktadu réwnan { p.

Drugi etap polega na obliczeniu wspotrzednych punktu C. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 3 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

3 pkt — obliczenie wspétrzednych punktu C: C = (6,—2).

2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg (pierwsza/drugg wspétrzedng punktu C), np.

’36+(—%c+1)+2‘ _9/T0

J3%+1% >

1 pkt — uzaleznienie drugiej/pierwszej wspoétrzednej punktu C od pierwszej/drugiej

wspotrzednej, np. C = (c, —%c + 1).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na obliczeniu dlugosci boku BC.
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — obliczenie dtugosci boku BC réwnolegtoboku: |BC| = 2v13.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzanie
Obliczamy wspotrzedne punktéw przeciecia paraboli z prostg o réwnaniu 3x +y + 2 = 0:
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y=x%—-2x—-8
3x+y+2=0
y=x?-2x—8
3x+x2—2x—8+4+2=0
y=x?>—2x-8

x> +x—-6=0
y=x?-2x—8
x=-3V x=2

Stad A =(-3,7) oraz B =(2,-8).

Punkt C lezy na prostej o rownaniu y = —%x + 1 i ma pierwszg wspotrzedng dodatnia,

wiec C = (c, —%c + 1) przy pewnym c > 0.

Korzystamy ze wzoru na odlegto$¢ punktu od prostej i otrzymujemy kolejno:

|3c+(—%c+1)+2| KN

V32 +12 5
|2,5¢ +3| 9V10
Jio 5
12,5¢ + 3| = 18
c=6 V c=—g
5

Zatem C = (6,—2).
Obliczamy dtugos¢ boku BC:

|BC| = /(6 —2)% + (=2 +8)2 = 2V/13
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Zadanie 12. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymagania ogoélne Wymagania szczegétowe
I1l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. I11.R3) stosuje wzory Viéte’a dla réwnan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu [11.R5) analizuje réwnania i nieréwnosci
problemow praktycznych i teoretycznych. liniowe z parametrami oraz rownania
3. Tworzenie pomocniczych obiektow i nierownos$ci kwadratowe z parametrami,
matematycznych na podstawie istniejgcych, | w szczegdlnosci wyznacza liczbe rozwigzan
w celu przeprowadzenia argumentacji lub w zaleznosci od parametréw, podaje
rozwigzania problemu. warunki, przy ktérych rozwigzania majg
zgdang wtasnosc, i wyznacza rozwigzania
w zaleznosci od parametréw.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapdw.

Pierwszy etap polega na zapisaniu warunku A> 0 w postaci nieréwnosci z niewiadomg m
i rozwigzaniu tej nierbwnosci. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje
1 punkt.
1 pkt — zapisanie warunku A> 0 w postaci nieréwnosci z niewiadomg m i rozwigzanie tej
nieréwnosci: (m+ 1)2+4-(3—m)-(m+1)? > 0 oraz
13
m e (—o0,~1) U (-1,7).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje O punktéw.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek x2 + x2 = x; - x, + 7. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje

4 punkty.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

4 pkt — wyznaczenie wszystkich warto$ci parametru m, dla ktorych jest spetniony warunek

—3-2J42 —-3+2/42

XP+xi=xx,+7 1, 3 3

—3m3—-3m?+59m—53
(3-m)’

3m3 + 3m? — 59m + 53 = 0 oraz wyznaczenie jednego z rozwigzan tego réwnania

(np. m = 1) i podzielenie wielomianu 3m3 + 3m? — 59m + 53 przez odpowiedni

dwumian, np. (3m3 + 3m? — 59m + 53): (m — 1) = 3m? + 6m — 53

ALBO

=0 lub

3 pkt — zapisanie réwnania z niewiadomg m w postaci
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—3m3—3m2+59m—53
(3-m)”
3m3 + 3m? — 59m + 53 = 0 oraz zastosowanie metody grupowania i zapisanie
wielomianu 3m3 + 3m? — 59m + 53 w postaci iloczynu co najmniej dwoch
wielomianéw stopni dodatnich, np. (m — 1)(3m? + 6m — 53).

2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg m, wynikajgcego z warunku

_m_+1)2 . —(m+1)® _ —(m+1)* 7

3—m 3—m 3—m ’

1 pkt — przeksztatcenie warunku x% + x5 = x; - x, + 7 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte'a, np. (x; + x,)% — 2x,x, = XX, + 7.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

=0 lub

— zapisanie rownania z niewiadomg m w postaci

xi 4+ x% =x,x, +7,np. (

Trzeci etap polega na zapisaniu warunku 3 —m # 0 oraz wyznaczeniu wszystkich

wartosci parametru m, ktére spetniajg jednoczesnie warunki: 3 —m #0 i A > 0,

i (g + %)% — 2x95 = x1%, + 7.

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — zapisanie warunku 3 —m # 0 i poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci
parametru m, ktore spetniajg jednoczesnie warunki 3 —m #0 i A > 0,

i (xl + x2)2 - lexz = xle + 7: 1, _B_Tm .

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykltadowe petne rozwigzania

| etap

Réwnanie (3 —m)x? + (m+ 1)x — (m + 1)?2 = 0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste
tylko wtedy, gdy 3 —m # 0 i wyréznik tréjmianu (3 —m)x? + (m+ 1)x — (m + 1)? jest
dodatni. Rozwigzujemy warunek A> 0:

m+1)2%2+4-3-m)(m+1)2>0
(m+1?2[1+4-3-m)]>0
(m+1)?%-(13—-4m) >0

—4-(m+1)2-(m—§)>0

m € (—o,—1) U (—1,?)

Il etap

Sposob |

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych jest spetniony warunek
x? + x2 = x,x, + 7, korzystajgc ze wzoréw Viéte'a:

(x1 + %)% — 2x1%, = x1%, + 7
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+7

( m+1)2_2_—(m+1)2_—(m+1)2

_3—m 3—-m  3—-m

(m+1>2_3.(m+1)2_

7=0
m-—3

m—3
(m+1)?-3-(m+1)*(m—-3)-7(m—3)>
(m — 3)? -
m?+2m+1-3(m?*+2m+1)(m—-3)—-7(m*—-6m+9)=0A m=+3

0

—3m3—-3m?+59m —-53=0 A m=#3
-3m*+3m—-3m?+3m+53m—-53=0 A m=#3
-3m(m?-1)-3m(m—-1)+53(m—-1)=0 A m=*3

(m—-1D[-3m(m+1)—-3m+53]=0 A m=+*3

(m—1D[-3m*—-6m+53]=0 A m=#3

—3 — 2v42 =3+ 2V42
m=1V m= —————  V m=——\| AN m#3
3 3
—3 —2V42 =3+ 2v42
m=1 V m=# \Y m=T

Sposob
Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony warunek
x? + x2 = x;x, + 7, korzystajgc ze wzoréw Viéte’a:

(x1 + %)% — 2x1%, = x1%, + 7

(_m_-l—l)2 . —(m+ 1)? _ —(m+ 1)?

7
3—m +

3—m 3—m

-7=0

m+ 1\ (m+ 1)
hm3) e
(m+1)?-3-(m+1)?*(m-3)-7(m—3)*

(m - 3)? 0

m?>+2m+1-3(m?>+2m+1)(m—-3)—7(m*—-6m+9)=0A m+3
—3m3-3m?+59m —-53=0 A m=#3

Zauwazamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu —3m3 — 3m? + 59m — 53.
Dzielimy wielomian —3m3 — 3m? + 59m — 53 przez dwumian m — 1. Dzielenie to
mozemy wykonac, korzystajgc np. z algorytmu Hornera
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Otrzymujemy (m —1)(—3m? —6m +53) =0.Stad m =1 lub m = % 42 1ub
—34+2/42
m=—-z—"
3
Il etap

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m # 3, ktére jednoczesnie spetniajg warunki

—3-2V42 —3+2J42) —3-2V42
3 B 3 I me 1,T .

m € (—o0,—1) U (—1 13

T) oraz m € {1,
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Zadanie 13.1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze X.4) oblicza objetosci i pola powierzchni
kilkuetapowych, podawanie argumentéw graniastostupéw i ostrostupow, réwniez
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, | z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
odréznianie dowodu od przyktadu. twierdzen.

Zasady oceniania
2 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 pkt —wyznaczenie pola F, podstawy ostrostupa w zaleznosci od promienia R okregu
2
(RV3) V3

opisanego na podstawie: B, = —

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

A, B, C — wierzchotki podstawy ostrostupa,

S — wierzchotek ostrostupa,

H — wysokos$¢ ostrostupa poprowadzona z wierzchotka S na ptaszczyzne podstawy ABC,
a — dtugosé krawedzi podstawy ostrostupa.

Podstawa ABC ostrostupa jest trojkatem réwnobocznym, wiec promien R okregu
opisanego na podstawie jest rowny R = aT«/§ .Stad a = RV/3. zatem pole P, podstawy

(R3) V3 _3/3R?
_ 33

jestrowne P, = )
Poniewaz H + R = 6, wiec H = 6 — R.
Wyznaczamy objeto$¢ V' ostrostupa w zaleznosci od R:

1 3vV3R? V3
V=g-—F— (6-R)=—(6R*—R?)
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Zadanie 13.2. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XIII.R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
nietypowych. pochodng, korzystajgc z twierdzen
0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu
i ilorazu;

XIII.R4) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkcij;

XIII.R5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodne;j.

Zasady oceniania

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja V' przyjmuje warto$¢ najwiekszg dla R = 4 i obliczenie
wartosci najwiekszej funkcji V: 8v/3.

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkgji), ze funkcja V przyjmuje
wartos¢ najwiekszg dla R = 4
ALBO

R+R+12—-2R
3

— przeksztatcenie nierownosci >3/R-R- (12 — 2R) do postaci

33

g 642 TB - (6R? — R®) oraz zapisanie, ze rowno$¢ zachodzi tylko wtedy, gdy

liczby R oraz 12 — 2R saréwne.
2 pkt — obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji V: R = 4
ALBO
— obliczenie wartosci R, dla ktérej zachodzi rownos¢ sredniej arytmetycznej
i geometrycznej liczb dodatnich R, R oraz 12 — 2R: R =4,
ALBO

R+R+12—-2R

3 >3/R-R- (12 — 2R) do postaci

— przeksztatcenie nierownosci

§'64 Zg- (6R? — R®).
. o 3 ,
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji V: V'(R) = zT (12R — 3R?)
ALBO
— zapisanie nierownoéci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng liczb R, R oraz
12 — 2R: wz /R-R- (12— ZR).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto$¢ najwiekszg dla
wyznaczonej warto$ci R, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy
zdajgcy bada znak pochodnej oraz:
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

— opisuje (stownie lub graficznie - np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos¢ funkcji 1

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci R funkcja V' ma maksimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najwieksza wartosg,

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci R funkcja V' ma maksimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkciji.

2. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposéb, np. szkicujgc wykres
funkgciji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku,
np. znakami ,+” i ,-” znak pochodne,;.

3. Jezeli zdajgcy przedstawi niepetne uzasadnienie, ze dla R = 4 funkcja V' osigga
najmniejszg wartos¢ i obliczy V(4) = 8V3, to otrzymuje 3 punkty za cate rozwigzanie.
Jesli zdajacy nie przedstawi zadnego uzasadnienia i obliczy V(4) = 8V3, to otrzymuje co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

Przykltadowe petne rozwigzania
Sposdb |

Wyznaczamy pochodna funkcji V: V'(R) = ‘g (12R — 3R?) dla R € (0,6).

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji V:
V'(R)=0
V3
4
3R-(4—R)=0
R=0¢(0,6) lub R=4€(0,6)

-(12R—-3R%) =0

Badamy znak pochodnej:

V'(R) >0 dla R €(0,4),

V'(R) <0 dla R € (4,6).

Zatem funkcja V jest rosnaca w przedziale (0,4] oraz jest malejgca w przedziale [4,6).
Stad dla R = 4 funkcja V osigga wartos¢ najwiekszg réwnag

V(4)=§-(6-42—43)=8\/§

Sposob
Poniewaz R € (0, 6), wiec liczby R, R oraz 12 — 2R sa dodatnie. Z nieréwnosci miedzy
srednimi arytmetyczng i geometryczng dla liczb dodatnich R, R oraz 12 — 2R
otrzymujemy
R+R+12—-2R
3

>3/R-R-(12-2R)
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4 >3/2 - (6R2 — R3)
64 > 2 - (6R* — R®)

B3
g 642, - (6R*—R?)

8vV3 = V(R)

przy czym rownos¢ zachodzi tylko dla tych R, dla ktérych R = 12 — 2R i jednoczesnie
R € (0,6),t.dla R = 4.
Zatem funkcja V osigga warto$¢ najwieksza dla R = 4 iwtedy V(4) = 8V3.
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