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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin dodatkowy 2022 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R1.2) stosuje w obliczeniach wzor na
logarytm potegi oraz wzér na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R11.1) oblicza granice funkcji (i granice

jednostronne), korzystajgc z twierdzen
0 dziataniach na granicach i z wkasnosci
funkcji ciggtych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

1 Zatacznik nr 2 do rozporzgdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 20 marca 2020 r. w sprawie szczegdlnych
rozwigzan w okresie czasowego ograniczenia funkcjonowania jednostek systemu os$wiaty w zwigzku
z zapobieganiem, przeciwdziataniem i zwalczaniem COVID-19 (Dz.U. poz. 493, z p6zn. zm.).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 3. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacii. R8.4) oblicza wspotrzedne oraz dtugos$é

wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz
mnozy je przez liczbe. Interpretuje
geometryczne dziatania na wektorach.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinusow i twierdzenia cosinusow.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A
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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin dodatkowy 2022 r.

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2022
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R10.2) oblicza prawdopodobienstwo
warunkowe.

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
1719

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajace warunki
zadania.

2. Jezeli zdajacy popetni btedy rachunkowe, ktére na Zzadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwg do
uzyskania liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogéine Wymagania szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

R2.1) uzywa wzoréw skréconego mnozenia
na (a+b)® oraz a3+ b3;

R2.3) rozktada wielomian na czynniki,
stosujgc wzory skréconego mnozenia lub
wytgczajgc wspolny czynnik przed nawias.

Zasady oceniania

Zdajacy OtrZYMUJE .........coooiiiiiiiiiiii ettt e e e e e e 1p
gdy przeksztatci nieréwno$é do postaci (x — y)(x® — y3) > 0.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zdajacy OtrZYMUJE ..........oooiiiiiiiiiii ettt 2p
gdy:
o przeksztalci nierowno$¢ do postaci (x — y)?(x? + xy + y?) > 0
ALBO
o przeksztalci nieréwno$é do postaci (x — y)(x3 — y3) > 0 oraz rozpatrzy i uzasadni
prawdziwosc tej nieréwnosci dla jednego z przypadkow: x <y albo x > y.

Zdajacy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiiiiii et e e e e e 3p
gdy przeprowadzi petne rozumowanie.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Przeksztatcamy nieréwnos¢ réwnowaznie w nastepujgcy sposob:
x*+y* > xy(x? + y?)
x*+y* > x3y +xy3
xt*=x3y+yt—xy3>0
Ba=-y)+y’r-x)>0
=)=y (x—=y)>0
(x=»E*-y°)>0

(x =M —y)(x? +xy +y?) >0

(x =2 +xy+y%) >0

Z zatozenia x # y, wiec wyrazenie (x — y)? jest dodatnie jako kwadrat liczby réznej od
zera. Wyrazenie x? + xy + y? jest dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby
rzeczywistej y takiej, ze x # y. Zatem lewa strona nieréwnosci

(x —y)?(x% + xy + y?) > 0 jestiloczynem czynnikéw dodatnich, wiec iloczyn ten jest
dodatni. To konczy dowdd.

Uwaga:

Prawdziwos$¢ nieréwnosci x2 + xy + y? > 0 dla kazdych liczb rzeczywistych x oraz y
takich, ze x # y mozemy wykazac nastepujgco.

Gdy x i y sajednoczes$nie liczbami roznymi od zera, to wobec tozsamosci
x2+xy+y?=(x—y)2+3xy = (x +y)? + (—xy) liczbe x? + xy + y?> mozna
przedstawi¢ jako sume liczby nieujemnej i liczby dodatniej. Zatem x? + xy + y? > 0.
Gdy doktadnie jedna z liczb x, y jest zerem (przyjmijmy, ze x), to wtedy

x% + xy + y? = y? wiecliczba x? + xy + y? jest dodatnia jako kwadrat liczby réznej od
zera.

Prawdziwos$¢ nierownosci x2 + xy + y% > 0 dla kazdych liczb rzeczywistych x oraz y
takich, ze x # y mozemy réwniez wykaza¢ poprzez badanie funkcji kwadratowej

f(x) = x%? + xy + y? zmiennej rzeczywistej x z parametrem y.
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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin dodatkowy 2022 r.

Zadanie 7. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

R10.1) wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
Z powtdrzeniami do zliczania obiektéw
w sytuacjach kombinatorycznych.

Zasady oceniania

ZAaJaCy OrZYMUJE .........cooiiiiiii e e e e e e et e e e e e eenraaa s 1p.
gdy spefni jeden z ponizszych czterech warunkéw:
1) zapisze liczbe wszystkich rozpatrywanych liczb pieciocyfrowych, w ktérych pierwsza
cyfra jest nieparzysta: 54553,
2) zapisze liczbe wszystkich rozpatrywanych liczb pieciocyfrowych, w ktorych pierwsza
cyfra jest parzysta: 4 - (‘21') - 52.52,
3) zapisze liczbe wszystkich ciggow pieciowyrazowych, ktérych wyrazami sg elementy
zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} oraz doktadnie dwa wyrazy sg cyframi nieparzystymi:
5
2) . 52.53
4) zapisze liczbe wszystkich ciggdw pieciowyrazowych, ktorych wyrazami sg elementy
zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ipierwszym wyrazem jest cyfra 0: () - 52 - 52,

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiie et e et e e e e e e e 2p.

e spetni warunki 1) oraz 2) okreslone w zasadach oceniania za 1 pkt
ALBO

e spetni warunki 3) oraz 4) okreslone w zasadach oceniania za 1 pkt.

Zdajacy OtrZYMUJE ........coooiiiiiiiiiie et e e e e e e e 3p.
gdy zastosuje poprawng metode i otrzyma poprawny wynik: 27500.

Przykltadowe pelne rozwigzania

Sposab 1.
Rozpatrujemy dwa przypadki.

Przypadek 1. (pierwsza cyfra jest nieparzysta).

Jesli pierwszg cyfrg jest cyfra nieparzysta, ktérg mozemy wybra¢ na 5 sposoboéw, to

z czterech pozostatych miejsc wybieramy jedno, na ktore wstawiamy cyfre nieparzysta.
Mozemy to zrobi¢ na 4 -5 sposobdéw. Na pozostatych trzech miejscach umieszczamy cyfry

parzyste na 53 sposobéw. Liczba wszystkich utworzonych w ten sposéb liczb
pieciocyfrowych jest réwna 5-4-5-53 = 4-5° = 12500.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przypadek 2. (pierwsza cyfra jest parzysta).
Jesli pierwszg cyfrg jest cyfra parzysta, ktérg mozemy wybra¢ na 4 sposoby, to z czterech
pozostatych miejsc wybieramy dwa, na ktore wstawiamy cyfry nieparzyste. Mozemy to zrobi¢

na (‘2*) - 52 sposoboéw. Na pozostatych dwdch miejscach umieszczamy cyfry parzyste na

52 sposoboéw. Liczba wszystkich utworzonych w ten sposéb liczb pieciocyfrowych jest réwna
4-(3)-5%-5% = 24-5* = 15000.

Zatem wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych spetniajgcych podane w zadaniu
warunki jest 12500 + 15000 = 27500.

Sposob 2.
Obliczamy liczbe wszystkich takich ciggdéw pieciowyrazowych, ktérych wyrazami sg elementy

zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} oraz doktadnie dwa wyrazy to cyfry nieparzyste, a trzy
pozostate to cyfry parzyste. Wszystkich takich ciagow jest (3)-5%-5% = (3) - 55 = 31250.
Wsrod nich sg ciagi, w ktérych pierwszym wyrazem jest 0 — takich ciagow jest () - 52 -
52 = (;) - 5% = 3750. Pozostate ciggi reprezentujg rozpatrywane liczby pieciocyfrowe,

w ktorych zapisie wystepujg doktadnie dwie cyfry nieparzyste..

Zatem wszystkich naturalnych liczb pieciocyfrowych spetniajgcych podane w zadaniu
warunki jest 31250 — 3750 = 27500.

Zadanie 8. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022
Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentaciji. R3.7) rozwigzuje proste nierdwnosci
wymierne [...].

Zasady oceniania

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiiiiii et 1p.
gdy:
Lo, .. 3x+1 _ 3x+4 .
e przeksztatci nierdwnos¢ 1 < %13 do postaci
(3x+1)-(2x+3)—(3x+4)(2x+1) <0
(2x+1)-(2x+3) -
ALBO
ksztalci nierd ,,3x+1<3x+4 . bie st tei nierd -
* przeksztatci nierownos¢ -7 < 5-——= , mMnozac obie strony tej nierdwnosci przez

iloczyn (2x + 1)%(2x + 3)?, do postaci
(Bx +1)(2x + D(2x +3)2 — Bx +4)(2x + ) (2x + 1)2 < 0

. 3. 1
gdzie x;t—z [ xi—i,
ALBO
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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin dodatkowy 2022 r.

o 3 1 . L, .. 3x+1 _ 3x+4
e przyjmie, ze x € (—00, _7) U (_f' +00) i przeksztatci nierownosc¢ 1 < %43

{mnozac obie strony nieréwnosci przez iloczyn (2x + 1)(2x + 3) } do postaci

Gx+1D2x+3)<Bx+4)(2x+1)
ALBO
e przyjmie, ze x € (—%, —%) i przeksztatci nierdwnos¢ le_—xl < Zﬂs—ix {mnozac obie
strony nieréwnosci przez iloczyn (2x + 1)(2x + 3) } do postaci

BGx+1D(2Zx+3)=CBx+4)2x+1)

ZAajacCy OrZYMUJE ........coooiiiiii e e e e e e e e e e aneraaas 2p.
gdy:
o przeksztatci nierownosé sxtl < Sx+d do postaci iloczynowej, np
2x+1 = 2x+3 ynowel, np-
(2x+1)(2x +3) = 0, gdzie x # —% i x # —%

ALBO
e rozwigze nierowno$¢ (3x + 1)(2x +3) < (3x +4)(2x + 1) w zbiorze
(—00, —%) U (— %, +00) i zapisze, ze kazda liczba z tego zbioru spetnia nieréwnosé
(lub zapisze x € (—00, —%) U (—% +00)),
ALBO
e rozwigze nierownos¢ (3x + 1)(2x + 3) < (3x + 4)(2x + 1) w przedziale

3 1) . . . . I in o
(— 7~ 7) | zapisze, ze w tym przedziale nierownos$¢ nie ma rozwigzan.

ZdAJaCY OrZYMUJE ......oeiieiiiiiiii oot e e e e e e e e e e et e e et e et e e e e e e et eeeeeeeeeeaeeeeenrenes 3p.
gdy zastosuje poprawng metode rozwigzania nieréwnosci i otrzyma poprawny wynik:

ROE ME )

Uwagi:
1. Jesli zdajgcy mnozy obie strony nieréwnosci przez iloczyn mianownikéw bez rozpatrzenia
znakow tego iloczynu, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

2. Jesli zdajgcy nie wytgczy ze zbioru rozwigzan nieréwnosci liczb x = —% i x= —% , to
otrzymuje za cate rozwigzanie co najwyzej 2 punkty.
Przyktadowe petne rozwigzania
Sposab 1.
Zaktadamy, ze x # —% i X # —% . Przeksztatcamy rownowaznie podang nierownosc¢:
3x+1 3x+4
- <0
2x+1 2x+3
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Bx+1D2x+3)—Bx+4)(2x+1) <0
(2x+1)(2x + 3) -
-1
<0
(2x +1)(2x + 3)

Stad dostajemy

4( +1)< +3)>0_ 1 3
xzxz_ |x¢2|x¢2

Zatem x € (—00,—%) U (—%,+00).

Sposéb 2.
Zaktadamy, ze x # —% i X # —% . Przeksztatcamy rownowaznie podang nierownos¢:

3x+1 3x+4<0 9% + 1)2(2% + 312
2x+1 2x+3 [ (2x )"(2x )

Bx+1DRx+1D2x+3)>—Bx+4)(2x+3)2x+1)> <0
Cx+1D2x+3)[Bx+1D(2x+3)—Bx+4)2x+1)] <0

1 3
—-2x+1)2x+3)<0 i x;t—z [ x;t—z
3 1
Zatem x € (—oo, _E) U (_f’ +00).
Sposab 3.
o . .. 3x+1 _ 3x+4 . 3 1
1. Rozwigzujemy nierownosc¢ 21 < 7x+3 w zbiorze (—00, _7) U (_E’ +00).
Przeksztatcamy rownowaznie podang nierownosg:
3x+1 3x+4<0 9% + 1)(2x + 3
xtl 2xg3 0/ @xEDEx+3)
Bx+1)2x+3)—Bx+4)(2x+1) <0
-1<0
. 3 1 o .. 3x+1 _ 3x+4 .
Zatem dla kazdego x € (—00, —7) U (—7, +00) nierdownos¢ %1 < %13 jest
prawdziwa.
L . . 2x—1 _ 242x . 3 1
2. Rozwigzujemy nieréwnos$c¢ T < < W zbiorze (—7, —7).
Przeksztatcamy rownowaznie podang nierownosc¢:
3x+1 3x+4<0 9% + 1)(2x + 3
xt1 2xg3 >0/ @xEDExH3)
Bx+1)2x+3)—Bx+4)(2x+1) =0
-1>0
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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin dodatkowy 2022 r.

Nierownos¢ —1 = 0 jest sprzeczna, wiec w przedziale (—%,—%) nieréwnos¢

3x+1 < 3x+4
2x+1 — 2x+3
3x+1 _3x+4 .

Ostatecznie zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci 721 = 2513 jest

(-o=3)u (=54)

nie ma zadnych rozwigzan.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 9. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

R7.3) rozpoznaje figury podobne;
wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wiasnosci.

Zasady oceniania

Zdajacy OtrZYMUJE ........coooiiiiiiiee et e e e e e e 1p.
gdy:
e o . . |AB| _H
e zauwazy, ze trojkaty ABD i A'BO sa podobne i zapisze m =7
ALBO
e , , . . |AB| _H
e zauwazy, ze trojkaty ABC i AB'O sa podobne i zapisze |AB’| =7
ALBO
e zapisze, ze Pasop = Pagoc »
ALBO

e zapisze pole rownolegtoboku AA'FD w zaleznosciod a, hy, h, oraz Pasop:

1
Paarrp =Ea'h1 +§a'h2+PAAOD

ALBO
e zapisze pole rownolegtoboku BB'EC w zalezno$ciod b, hy, h, oraz Pagoc:

1 1
Pppiec =§b'h1 +Eb'h2+PABoc

W 4o b= 1T 1oV o1 A .4 LU 1= PP 2p.
gdy:
e zapisze proporcje wynikajgce z podobienstwa trojkgtow ABD i A'BO oraz
|ABl H . |AB] _H
4B "R AR R

z podobienstwa trojkatow ABC i AB'O:

ALBO
e zapisze pole rownolegtoboku AA'FD w zaleznosciod a, hy, h, oraz Pasop:
1
Paarrp =Ea-h1 +Ea'h2 + Pasop

oraz zapisze, ze Ppaop = Pagocs
ALBO
e zapisze pole rownolegtoboku BB'EC w zalezno$ciod b, hy, h, oraz Pagoc:

1 1
PBB'EC:Eb'hl +§b'h2 + Pagoc

oraz Zap'sze, ze PAAOD = PABOC .
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Egzamin maturalny z matematyki. Poziom rozszerzony — termin dodatkowy 2022 r.

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiieee e e e e 3p.
gdy przeprowadzi pethe rozumowanie.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposbb 1. (trojkaty podobne)

Oznaczmy przez H wysokos$c¢ trapezu ABCD, a przez h — wysokos¢ tréjkata ABO
opuszczong z punktu O na bok AB.

D _ _C

Poniewaz AD || A'O, wiec |4DAB| = |A0A'B| oraz |4ADB| = |4A’OB|. Zatem trojkaty
ABD i A'BO sg podobne (cecha kkk podobienstwa tréjkgtow). Stad

|AB| _H
|A'B|  h

Podobnie, poniewaz BC || B'O, wiec |4ABC| = |3AB'0| oraz |4BCA| = |4B'0A|. Zatem
trojkgty ABC i AB'O sg podobne (cecha kkk podobienstwa trojkgtéw). Stad

|AB| H
|AB'|  h
Z powyzszedo otrzymujemy 4Bl _ 1AB| czyli |A'B| = |AB'|.
[A'B] ~ [AB]’

Poniewaz |A'B| = |AB| — |AA'| oraz |AB'| = |AB| — |BB’|, wiec
|AB| — |AA'| = |AB| — |BB’|

czyli |AA'| = |BB’|. To nalezato pokazad.

Sposéb 2. (poréwnanie pol)

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia:

H — wysokos¢ trapezu ABCD,

h; — wysokos¢ tréjkagta ABO opuszczona z punktu O nabok AB,
h, — wysokos¢ trojkgta CDO opuszczona z punktu O nabok CD.
a — dtugo$¢ odcinka AA’',

b — dtugo$¢ odcinka BB’,

Strona 12 z 39

Arkusze maturalne + skuteczne metody rozwigzan « Matura matematyka PP i PR ¢ wielkimatematyk.pl



Zasady oceniania rozwigzan zadan

x — dtugo$¢ odcinka A'B’.
E — punkt przeciecia prostej B'O z odcinkiem CD,
F — punkt przeciecia prostej A'0O z odcinkiem CD.

Z wiasnosci trapezu H = hy + h, oraz Ppaop = Pagoc = P.
Poniewaz Pyarrp = Ppaa’o + Pasop + Papor » Wiec
1 1
Paarrp =§a-h1 + Ppaop +§a'hz

a uwzgledniajac, ze Pyyipp = a-H = a - (hy + hy), otrzymujemy

1 1
a’(hl‘l‘hz):Ea'hl'i‘PAAOD‘l‘Ea'hz
1 1
a‘(h1+h2)=za'h1+P+Ea'h2

1
Ea'(hl‘i'hz) =P
Podobnie, poniewaz Pggrpc = Pagg'o + Papoc + Pacor , Wiec
1 1
Ppp'ec =§b'h1 + Papoc +Eb'h2
a uwzgledniajac, ze Pgpigc = b -H = b - (hy + hy), otrzymujemy

1 1
b'(hl‘l‘hz):Eb‘hl'i‘PABoc‘l‘Eb‘hz
1 1

1

Z rownan %a *(hy + hy) = P oraz %b * (hy + hy) = P otrzymujemy a = b.

To nalezato pokazac.
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Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R5.2) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiee et e e e e e 1p.

gdy zastosuje wzér na sume szeregu geometrycznego i zapisze sumy Sy i Sp
w zaleznosci od q i— odpowiednio —a; oraz a, (lub tylko w zaleznosci od g):

Sy = “ —.
1—q?
Zdajacy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiieiee et e e e e e e e e e 2p.
q
. . L o 1—¢2 q q?
gdy zapisze réwnanie z jedng niewiadomg ¢, np. ) = -2 - -2
1—q2
ZAaJaCy OrZYMUJE .........cooiiiiiii e e e e et e e e e e e enraas 3p.

gdy zapisze réwnanie wielomianowe z jedng niewiadomg ¢, np. g2 —q—1=0.

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiie et e e e e 4p.
L . o _ 1-/5 1+/5 . .

gdy rozwigze rownanie z niewiadomg q: q = > lub g = > oraz odrzuci wartos¢

. - : . : . . 1-J5

ilorazu, ktora nie spetnia warunkéw zadania, podajgc poprawny wynik: q = —

Przyktadowe petne rozwiagzanie

Zauwazmy, ze kazdy z ciggéw (a4, as, as, ... ), (ay, ay, ag, ... ) jest geometryczny, a iloraz
kazdego z nich jest rowny g2. Poniewaz |q| < 1, wiec |g?| < 1. Korzystamy ze wzoru na
sume wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego zbieznego i otrzymujemy

SN=a1+a3+a5+"'=1_q2=1_q2

oraz

SP=a2+a4+a6+"-=1_q2=1_q2 =1_q2

Zatem Sp jestrézna od zera,gdy 0 < |q| < 1.

Z warunku i—” = Sy — Sp otrzymujemy kolejno
P
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

q
1-q2 q _ q2
q? 1_q2 1_q2
1-q2
g 1-¢*_ _q¢ ¢
1-q* ¢* 1-¢* 1-¢°
1 q-¢q°
q 1-¢?
1__qdd-9
qg (Q-9)(1+q)
1 q
q 1+gq
1+q=q*
>*—q—1=0
1-+5 1445

q= > lub g 2

Sposrdd otrzymanych wartosci g tylko pierwsza spetnia warunki zadania, wiec ostatecznie

1-J5
q=—"

Zadanie 11. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R6.6) rozwigzuje rownania
trygonometryczne [...].

Zasady oceniania

ZdajacCy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiiiie et e e e e e e e 1p.
gdy:

e zapisze réwnanie w postaci %cos(Bx) + ?sin@x) +% =0
ALBO

e zapisze alternatywe rownan sin(3x) = 0 lub sin(3x) + v3cos(3x) = 0.

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiieiiee et e e e e e e e e e 2p.
gdy:

e zapisze réwnanie sin (% + 3x) = —% (lub cos (3x — %) = —%)
ALBO
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e rozwigze rownanie sin(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych, lecz nie odrzuci

rozwigzan obcych réwnania cos(3x) + \/§sin(3x) +1=0: x= %n -k, gdzie k

jest liczbg catkowita,
ALBO

e rozwigze rownanie sin(3x) + \/§cos(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych, lecz
nie odrzuci rozwigzan obcych réwnania cos(3x) + V3sin(3x) + 1 = 0:

X = —g+ %n - k, gdzie k jest liczbg catkowita.

ZAaJaCy OrZYMUJE ........ccooiiieiii e e e e e e e e e et e e e e e e e nrraaaas 3p.
gdy:
. . . . . .. . . (T 1
e zapisze poprawnie obie serie rozwigzan rownania sin (E + Sx) =-5 (lub
7r 1 Lo m 2 _ m, 2 . .
cos(3x —§) = —7)W R, np.: x = §+§nk lub x = 9t 37Tk gdzie k jest
liczbg catkowitg (bez wyznaczenia rozwigzan z danego przedziatu)
ALBO
. o . . . . (T 1
e zapisze poprawnie jedno z rozwigzan rownania sin (8 + 3x) =-5 (lub
cos (3x — %) = —%) w przedziale (0,m), np.: x =% (ub x =m, lub x = gn),
ALBO

e rozwigze rownanie sin(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych i odrzuci rozwigzania

obce: x = %n - k, gdzie k jest liczbg catkowitg nieparzystg,

ALBO
e rozwigze rownanie sin(3x) + V3 cos(3x) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych i
odrzuci rozwigzania obce: x = — g + %n -k, gdzie k jest liczbg catkowitg parzystg.
ZdaJaCY OrZYMUJE .....oooeiiiiiiiiiiiiiit e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaaaaaeaaeeeeeeees 4p.
gdy:

e gdy zastosuje poprawng metode rozwigzania réwnania
cos(3x) +V3sin(3x)+1=0

i poda prawidtowe rozwigzania w przedziale (0,m): x = % lub x =m lub x = gn .

Uwagi:

1. Jesli jedynym btedem zdajgcego jest btgd przy przepisywaniu wzoru trygonometrycznego,
np. zapisuje cosinus sumy argumentow zamiast cosinusa ich réznicy i konsekwentnie
doprowadzi rozwigzanie do konca, to zdajgcy moze otrzymac 2 punkty za cate
rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy, rozwigzujgc jedno z otrzymanych rownan, stosuje metode analizy

starozytnych, np. podnosi obie strony réwnania cos(3x) + V3 sin(3x) = —1 do
kwadratu i nie odrzuci rozwigzan obcych, to za cate rozwigzanie moze otrzymacé co
najwyzej 2 punkty.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob 1.
Dzielimy obie strony réwnania cos(3x) +V3sin(3x) + 1 =0 przez 2 i otrzymujemy
kolejno

cos(3x) +V3sin(3x) +1 =0

1 V3 1
Ecos(Sx) + 7sm(3x) =-3

in— cos(3x) + cos—sin(3x) =
sm6cos( X) cos6sm( xX) = 5

Stad, po zastosowaniu wzoru na sinus sumy argumentow, otrzymujemy réwnanie
elementarne
i (71' 13 ) 1
sin|—+3x)=—=
6 2
Zatem

T 3w = Lotk b “43x=— "4 onk
6 x—6T[ T u 6 X = 6 T

gdzie k jest dowolng liczbg catkowitg, wiec

e
x—3 37'[ u X = 9 37T

Ograniczamy sie do przedziatu (0, ) iotrzymujemy rozwigzania: x = % lub x =m lub

=2
X—9Tl’.

Sposab 2.
Dzielimy obie strony réwnania cos(3x) + \/§sin(3x) +1 =0 przez 2 iotrzymujemy
kolejno

cos(3x) +V3sin(3x) +1 =0
1 V3 1
Ecos(Sx) + 7sm(3x) =5

z 3 +'7T' 3x) = !
cos3cos( X) sm351n( xX) = >

Stad, po zastosowaniu wzoru na cosinus réznicy argumentéw, otrzymujemy rownanie
elementarne

cos (3x —g) = —l

2
Zatem
3x— T =i i onk b 3x—F=dnyonk
X 3-371 T u X 3-371 T
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gdzie k jest dowolng liczbg catkowitg, wiec

L S
x—3 37r u x-gn 37r
Ograniczamy sie do przedziatu (0, ) i otrzymujemy rozwigzania: x = % lub x =m lub
_>
X=gm.

Sposob 3. (metoda analizy starozytnych)
Rownanie zapisujemy w postaci cos(3x) + \/§sin(3x) = —1 i podnosimy obie strony tego
réwnania do kwadratu, otrzymujgc kolejno

cos?(3x) + 2v3sin(3x) cos(3x) + 3sin?(3x) = 1
1 + 2sin?(3x) + 23 sin(3x) cos(3x) = 1
2 sin 3x (sin(3x) + V3 cos(3x)) = 0
sin(3x) =0 lub sin(3x) + V3 cos(3x) = 0
Rozwigzujemy réwnanie sin(3x) = 0:
3x=k-m

_1 k
x—3n

gdzie k jest dowolng liczbg catkowits.

Sprawdzamy, czy wsréd liczb postaci %n -k, gdzie k jest liczbg catkowitg, nie ma

rozwigzan obcych.
Gdy k jestliczbg parzysta, to wtedy

1 1
cos(3-§n-k)+\/§sin(3-§n-k>+1=cos(n-k)+\/§sin(n-k)+1=
=cos0+V3sin0+1=1+0+1%0
Gdy k jest liczbg nieparzysta, to wtedy
1 1
cos(3-§n-k)+\/§sin(3-§n-k>+1=
=cos(m-(k—1)+m) +V3sin(m- (k-1 +n)+1=
=cosm+V3sinmt+1=-1+V3:0+1=0

Zatem liczby postaci %n - k, gdzie k jest liczbg catkowitg nieparzysta, sg rozwigzaniami

rownania cos(3x) + V3 sin(3x) + 1 = 0.

Rozwigzujemy rownanie sin(3x) + V3 cos(3x) = 0.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Liczby postaci %+ %n - k, gdzie k jest liczbg catkowitg, nie spetniajg réwnania

sin(3x) + V3 cos(3x) = 0, poniewaz sin (3 . (% + %n . k)) = sin (% +m- k) 0

[ cos<3 . (%+%T['k)> = cos(%+n-k) = 0.
Natomiast gdy x # %+ %n - k, gdzie k jestliczbg catkowita, to wtedy cos(3x) # 0, wiec
dzielgc rownanie sin(3x) + \/§cos(3x) = 0 otrzymujemy kolejno
sin(3x) + V3 cos(3x) = 0
tg(3x) + V3 =0

tg(3x) = —V3
m

3x=—§+rr-k
T 1

x=—§+§n-k

gdzie k jest dowolng liczbg catkowits.

Sprawdzamy, czy wsrod liczb postaci —g + %n - k, gdzie k jest liczbg catkowitg, nie ma
rozwigzan obcych.
Gdy k jest liczbg parzystg, to wtedy

cos<3-(—g+%n-k)>+\/§sin<3-(—g+%n-k>>+1=
(—g)+\/§sin(—%)+1 =

=%+\/§'<—ﬁ>+1=0

=cos(—§+n~k)+\/§sin(—%+n-k)+1=cos

2
Gdy k jest liczbg nieparzysta, to wtedy

cos<3-<—g+%n-k>>+\/§sin<3-(——+ - k>>+1=

—cos(—g+n k)+\/_sm( % n-k)+1=

=cos(—g+n-(k—1)+n)+\/§sin(—g+n-(k—1)+n)+l=

= (Z;T)+\/—sm(3>+1——§+\/— £+1¢0

Zatem liczby postaci — g + %n - k, gdzie k jest liczbg catkowitg parzysta, sg rozwigzaniami

rownania cos(3x) + V3 sin(3x) + 1 = 0.
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Zapisujemy rozwigzania rownania cos(3x) +V3sin(3x) + 1 = 0 w przedziale (0,7):

T 5
x—§lub x =1 lub xX=gm.
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Zadanie 12. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

9.1) rozpoznaje w graniastostupach katy
miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza
miary tych katéw;

9.3) stosuje trygonometrie do obliczen
dtugosci odcinkow, miar kgtéw, pol
powierzchni i objetosci graniastostupow.

Zasady oceniania
Zdajacy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiiiie et e e e e e e e e 1p.
gdy:
e obliczy miare kgta DBC: |4DBC| = «
ALBO
e obliczy miare kagta OCE: |40CE| = «
ALBO
e obliczy miare kgta BOC (lub AOD): |ABOC| =90° — «
ALBO
e zapisze zwigzek miedzy |CD|, R oraz a otrzymany z zastosowania twierdzenia
cosinuséw do tréjkgta COD, np. |CD|?> = R + R? — 2R - R - cos(2a)
ALBO

1
1 2
* zapisze “p— =sina.
Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiiiie et e e e e e e e e 2p.

gdy:
e obliczy dtugos¢ podstawy CD trapezu (w zaleznosciod R i a): |CD| = 2Rsina
ALBO
e obliczy wysoko$é h trapezu (w zaleznosciod R i a): h = Rcosa
ALBO
e zapisze zwigzek miedzy |BC|, R oraz a (otrzymany np. z zastosowania
twierdzenia cosinuséw do trojkata BOC albo twierdzenia sinusow do tréjkgta ABC),

2 _ p2 2_9p.p. o_ |BC|
np. |BC|* = R“+ R*— 2R - R - cos(90° — a), sin(45°—%)

= 2R.
W Ao b= 1T 1oV o1 -4 .1 LU TP 3p.
gdy:
e obliczy dtugos¢ ramienia BC (lub AD) trapezu (w zaleznosciod R i «) oraz
diugosé podstawy CD trapezu (w zaleznosciod R i a): |BC| =R-V2 —2sina
(lub |AD| = R -V2 — 2sina) oraz |CD| = 2Rsina
ALBO
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e obliczy dtugos¢ ramienia BC (lub AD) trapezu (w zaleznosciod R i «) oraz
wysoko$¢é h trapezu (w zaleznosciod R i a): |BC| =R V2 —2sina (lub
|AD| =R -V2 — 2sina) oraz h = Rcosa.

Zdajacy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiee et e e e e 4p.
gdy:

o obliczy wysokos¢ H graniastostupa (w zaleznoéciod R i a) oraz diugos¢
podstawy CD trapezu (w zaleznosciod R i a): H=R-V2 —2sina-tga oraz
|CD| = 2R sina

ALBO

e obliczy wysoko$¢ H graniastostupa (w zaleznosciod R i a) oraz wysokosé h
trapezu (w zaleznosciod R i a): H = R-\/ﬁsfrm-tga oraz h = Rcosa.

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiieiee et e e e e e e e 5p.
gdy obliczy objeto$é V graniastostupa: V = R3 -sina - (1 —sina) - V=25,

Przyktadowe rozwigzanie

Poniewaz |4COD| = 2a, wiec |4DBC| = a jako miara kgta wpisanego opartego na tym
samym tuku, co kat srodkowy COD.

Obliczamy dtugosc krétszej podstawy CD trapezu ABCD.
Okrag o srodku O ipromieniu R jest okregiem opisanym na tréjkgcie BCD. Do trojkata
BCD stosujemy twierdzenie sinusow i otrzymujemy

|CD|

—— = 2R
sin|4DBC]|
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|CD|

sina

2R

Stad |CD| = 2R - sina.

Poniewaz tréjkaty AOD i BOC sa przystajgce oraz |4£COD| = 2a, wiec

180° — 2a
| 440D| = | 4BOC| = ————=90°~«a

Obliczamy wysoko$¢ h trapezu ABCD.
Niech CE bedzie wysokoscig trapezu ABCD opuszczong z wierzchotka € na podstawe
AB trapezu (zobacz rysunek powyzej). Z tréjkgta OEC otrzymujemy

h
—=1sin(90° — a) = cosa
R

Stad h = Rcosa.

Obliczamy wysoko$¢ H graniastostupa.
Miara kata nachylenia przekatnej B,C $ciany bocznej BCC,B, do ptaszczyzny podstawy
ABCD jestrowna a, wiec

H
1BC =tga
Stosujemy do trojkata BOC twierdzenie cosinusow i otrzymujemy
|BC|? = R+ R> — 2R - R - cos|4BOC]|
|BC|?> = 2R? — 2R? - cos(90° — a)
|BC|?> = 2R? — 2R? - sina
|IBC| =R -V2 —2sina

Zatem

H=|BC|-tga =RV2—2sina-tga

Obliczamy objetos¢ V' graniastostupa

|AB| + |CD|
V=———— -h-H
2
2R + 2R -sina
= Rcosa-RV2 —2sina-tga

2

Zatem objeto$¢ graniastostupa jest réwna V = R3sina - (1 + sina)V2 — 2sina.
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Zadanie 13. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R3.1) stosuje wzory Viéte’'a;

R3.2) rozwigzuje rownania i nierownosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapdw.

Pierwszy etap

polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0 iwarunku 4?2 + (m—3)-4+m? —m—6 # 0.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktéw za pierwszy etap rozwigzania:

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiee et e e e e 1p.
gdy:
e rozwigze nierownos¢ A > 0: m € (—%, 3)
ALBO
e rozwigze warunek 42+ (m—3)-44+m? —-m—6+0: m ¢—3—T\/ﬁ i
—3+V17
m¥* ———.
2
ZAAJaCY OrZYMUJE ..ottt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaaaaaeaaeaaaaeeeeeees 2p.

gdy rozwigze nieréwno$é A > 0 iwarunek 42+ (m—3)-4+m?—-m—6 # 0:
11 ) . —3-17 . —3+J17
mE(—?,3)Im¢TIm¢T.

Uwaga do pierwszego etapu:
Jezeli zdajacy rozwaza warunek A = 0, to za ten etap otrzymuje co najwyzej 1 punkt.

Drugi etap

polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony warunek

Xq Xy X3 > x¥ + x5 + x3 — 5m — 51. Za poprawne rozwigzanie tego warunku zdajgcy
otrzymuje 3 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiieie et e e e e e e e 1p.
gdy zapisze nierdwnos¢ x; - x, - x3 > x7 + x% + x — 5m — 51 w postaci

XXy 4> x2 + x2 + 4% — 5m — 51 (lub rébwnowazne;j).
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Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiie e e e e 2p.
gdy doprowadzi nieréwno$é x; - x, - 4 > x? + x3 + 42 — 5m — 51 do postaci nieréwnosci
z jedng niewiadomg m, np. —[—-(m —3)]*+ 6 - (m?> —m — 6) + 5m + 35 > 0.

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiieieee et e e e e e 3p.

gdy wyznaczy te wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych spetniony jest warunek
Xy Xy X3 > X2+ x5 +x3—5m—51: me (—o,—2) U (1, +»).

Trzeci etap

polega na wyznaczeniu tych wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych spetnione sg
jednoczesnie wszystkie trzy warunki: A >0 i 42+ (m—3)-4+m? —m—6=+0 i

Xy Xy X3 > x¥ + x5 + x5 — 5m — 51. Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy
otrzymuje 1 punkt.

ZAaJaCY OrZYMUJE .....oooiiiiiiiiiiiiiite e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaaaaaaaaeeeeeeees 1p.
gdy poprawnie wyznaczy te wszystkie wartosci parametru m, ktére spetniajg jednoczesnie
warunki A>0 i 42+ (m—3)-4+m?>—m~6 =0,
Xy Xyt X3 > X%+ x5+ x5 —5m—51: me(—

%'-3-2m) U (—3—2Jﬁ’_2> U(L3).

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy, rozwigzujgc warunek 42 + (m —3) -4+ m? —m — 6 # 0, popetia
tylko btedy rachunkowe i rozwigzuje zadanie konsekwentnie do konca, to moze otrzymac
co najwyzej 5 punktéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy nie rozwaza warunku 4% + (m —3) - 4+ m? —m — 6 # 0, to moze
otrzymac co najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.

W pierwszym etapie wyznaczamy wartosci parametru m, dla ktérych tréjmian kwadratowy
x? + (m — 3)x + m? — m — 6 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, z ktérych kazdy jest
rézny od 4.

W drugim etapie wyznaczamy te wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek x; - x, - X3 > x? + x5 + x2 — 5m — 51.

W trzecim etapie wyznaczamy (na podstawie wynikow uzyskanych w etapach | i Il) te
wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

(x—4)[x*+(mM—-3)x+m?*-—m—-6]=0

ma trzy rézne rozwigzania spetniajgce warunek x; - x, - x3 > x? + x + x? — 5m — 51.
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| etap
Zauwazmy, ze liczba 4 jest rozwigzaniem réwnania
(x—D[x*+(mMm—-3)x+m?>—m—-6]=0 (1)

z niewiadomg x i parametrem m. Zatem réwnanie (1) ma trzy rozne rozwigzania
rzeczywiste tylko wtedy, gdy rownanie

x24+(m-3)x+m?>—-m—-6=0 2)

z niewiadomg x i parametrem m ma dokladnie dwa rozwigzania rzeczywiste, z ktérych
kazde jest rozne od 4, tj. tylko wtedy, gdy

A>0 i 42+(m—-3)-4+m*—-m—-6+0

gdzie A jest wyréznikiem tréjmianu kwadratowego x? + (m — 3)x + m? —m — 6.
Rozwigzujemy warunek A > 0:

m-3)2—-4-1-(m*>*-m—-6)>0
—-3m?-2m+33>0
(m-3)(-3m—-11)>0

e(-3.3)
m 3

Rozwigzujemy warunek 42 + (m —3)-4+m? —m —6 # 0:
m?>+3m—2+0

—3-+17 —3++17
— I m#*F——

+
m 2 2

Il etap
Wyznaczamy te wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych spetniony jest warunek

Xq Xy X3 > x% + x4+ x5 —5m—51

gdzie x4, x5, X3 Sg rozwigzaniami rownania (1).
Poniewaz liczba 4 jest rozwigzaniem réwnania (1), wiec przyjmujemy x; = 4
i rozwigzujemy warunek

XXy 4 >x%+x%+4%-5m—51
gdzie x4, x, sg pierwiastkami rownania (2), korzystajgc ze wzorow Viéte’a:
Xy Xy 4>x%+x2+4%-5m—51
4x, - x5 > (%1 + x,)% — 2x1 - X, — 5m — 35
—(x; +x,)2+6x;-x, +5m+35>0
—[-(m—=3)]?+6-(M*—m—6)+5m+35>0

5m?+5m—10>0
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5(m—-1)(m+2)>0
m € (—o0,—2) U (1, +x)

Il etap
Wyznaczamy te wszystkie wartosci m, ktore spetniajg jednoczesnie nastepujace trzy

warunki:
e mEe (—13—1, 3)
. mx —?’—Tm o —3+m
e MmE (—w,—2)U (1,+x)

Odpowiedz: m € (—% —3—2Jﬁ) U (—3—2Jﬁ, —2) U (1,3).
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Zadanie 14. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R8.1) oblicza odlegtos¢ punktu od proste;j;
R8.2) postuguje sie rownaniem okregu

(x —a)? + (y — b)? = r? oraz opisuje
kota za pomocg nieréwnosci;

R8.3) wyznacza punkty wspdlne prostej

i okregu.

Zasady oceniania dla sposobu 1.
Rozwigzanie zadania sktada sie z dwoch etapéw.

Pierwszy etap

polega na obliczeniu wspoétrzednych jednego z punktdw wspdlnych okregu o, iprostej k
oraz wyznaczeniu rownania prostej przechodzacej przez srodki okregéow 04 i 0,.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktow za pierwszy etap rozwigzania:

F Ao b= VT TV o1 -4 .1 LU 1P 1p.
gdy obliczy wspétrzedne jednego z punktéw wspdlnych okregu o, iprostej k:
A=(-1 27 —(—1 —

( =, %) albo B = (~1,-3).

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiii et e e e e e e 2p.

gdy wyznaczy réwnanie prostej przechodzacej przez srodki okregdw o4 i 0,: y = %x + 2.

Drugi etap

polega na wyznaczeniu rownania okregu o, . Za te cze$¢ rozwigzania zdajgcy moze
otrzymac 4 punkty.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

Y 4o E Y= T VA o1 -4 1 1 1V = 1p.
gdy uzalezni wspétrzedne srodka S, okregu o, od jednej niewiadomej, np.

s2=(a %a +2).

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiiee ettt e e e e e e e 2p.
gdy zapisze rownanie z jedng niewiadomg prowadzgce do obliczenia wspotrzednych srodka
okregu o, , np.

j(a D)+ Ga +2- (—3)) = 2V5.
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Zdajacy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiiie e a e e e e 3p.
gdy obliczy wspotrzedne srodka S, okregu o,: S, = (=3, 1).

ZAAJaCy OrZYMUJE ..o e e e e e e er 4p.
gdy zapisze réwnanie okregu 0,, np. (x + 3)% + (y — 1)? = 20.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy nie odrzuci wspotrzednych srodka okregu o0,, ktore nie spetniajg warunkow
zadania i poda dwa rownania okregéw, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej

5 punktow.

Zasady oceniania dla sposobu 2.
Rozwigzanie zadania sktada sie z dwdch etapow.

Pierwszy etap

polega na obliczeniu wspétrzednych punktéw wspdlnych A i B okregu o, iprostej k oraz
zapisaniu uktadu réwnan, w ktérym niewiadomymi sg wspotrzedne srodka okregu o, .

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktéw za pierwszy etap rozwigzania:

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiieie e e e e e e 1p.

gdy obliczy wspétrzedne punktu jednego z punktow: A = (—1?,25—7) lub B = (—1,-3).

ZAaJaCY OrZYMUJE ..ottt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaaaaeaeaeaeaaaaaeeeeeees 2p.

gdy zapisze ukfad réwnan, w ktérych niewiadomymi sg wspotrzedne a i b $rodka
okregu o0,, np.

(a—(=1))% + (b — (=3))? = (2v5)’

(o= (3) +(-F) -
Drugi etap

polega na wyznaczeniu rownania okregu o, . Za te cze$¢ rozwigzania zdajgcy moze
otrzymac 4 punkty.
Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiieece et e e e e e e e e e 1p.
gdy zapisze zalezno$¢ liniowg miedzy wspétrzednymi a i b $rodka okregu o,, np.
a=3b—6.
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ZAAJACY OLIZYMUJE .ottt e e e e et et e e e e e e e e e et e e e e e e e e nnnnnnnee s 2p.

gdy zapisze réwnanie z jedng niewiadomg (a lub b) prowadzgce do obliczenia
wspotrzednych srodka okregu o, , np.

(3b — 6)? + b = —2(3b — 6) — 6b + 10.

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiiii et e e e e e e 3p.
gdy obliczy wspétrzedne srodka S, okregu o,: S, = (=3, 1).

ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiieiiec et e e e e e e 4p.
gdy zapisze réwnanie okregu 0,, np. (x + 3)% + (y — 1)? = 20.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy nie odrzuci wspotrzednych srodka okregu o0,, ktére nie spetniajg warunkéw
zadania i poda dwa réwnania okregéw, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej

5 punktow.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposab 1.

Rozwigzanie zadania sktada sie z dwoch etapéw.

| etap

Obliczamy wspotrzedne punktow A oraz B przeciecia okregu o, i prostej k, rozwigzujgc
(x—6)2+ (y—4)>=98

y=-3x—6 '

Po podstawieniu do réwnania (x — 6)% + (y — 4)? = 98 w miejsce y wyrazenia —3x — 6
otrzymujemy

uktad réwnan {

(x — 6)2 + (=3x — 6 — 4)2 = 98
(x — 6)? + (=3x — 10)? = 98
x? —12x + 36 + 9x2 + 60x + 100 = 98
10x% +48x +38=10
5x2+24x+19=0
A=24?>—-4.5-19 =196

=D b x=-1
X—?UX—

19 27
Gdy x——T,to y——3x—6——3-(—?)—6—?.

Gdy x=—-1,to y=-3x—6=-3-(—1)—6 =—-3.
. ] . . 19 27
Zatem punkty przeciecia okregdw majg wspotrzedne: A = (—??) B = (—1,-3).

Oznaczmy przez | prosta, ktéra przechodzi przez $rodki okregéw o0, i 0,. Niech
y = cx + d bedzie réwnaniem kierunkowym tej prostej. Wyznaczamy réwnanie prostej [.
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Prosta [ jest prostopadta do k, wiec ¢ = % Poniewaz srodek okregu o0, lezy na
prostej [, wiec 4 = % +6+d.Stgd d = 2 iprosta | mardéwnanie y = %x + 2.
Il etap

Niech S, = (a,b) bedzie $rodkiem okregu o,. Punkt S, lezy na prostej [, wiec

S, = (a, %a + 2). Poniewaz |BS,| = 2V/5, wiec

2
1
\/(a — (D) + <§a +2- (—3)) =2V5
Stad dalej otrzymujemy

2
(@a+1)2+ (%a + 5) = (2v5)

1 10
a2+2a+1+§a2+?a+25=20

102+16 +6=0
g & T3aToe=

5a° +24a+27=0

=—-3 lub = ——
a ub a z
1
Gdy a = -3, to b=§a+2=1.
Gdy a = —% ,to b= %a + 2= % . Punkt (—%%) nie spetnia warunkoéw zadania.

Zatem S, = (=3, 1).
Okrag 0, maréwnanie (x + 3)? + (y — 1)% = 20.

Sposdb 2.

Rozwigzanie zadania sktada sie z dwdch etapdw.

| etap

Obliczamy wspétrzedne punktow A oraz B przeciecia okregu o, i prostej k, rozwigzujgc
(x—6)2+ (y—4)?2 =98

y=-3x—6 '

Po podstawieniu do réwnania (x — 6)% + (y —4)? = 98 w miejsce y wyrazenia —3x — 6
otrzymujemy

uktad réwnan {

(x — 6)% + (—3x — 6 — 4)2 = 98
(x — 6)% + (—3x — 10)? = 98
x? — 12x + 36 + 9x2 + 60x + 100 = 98
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10x% +48x+38=0
5x2 +24x+19=0
A=24%? —4.5.19 =196

X = - lub x=-1

1
5

19 19 27

Gdy x=—= 1o y_—3x—6_—3-( 5) 6="=.

Gdy x=—1,to y=—-3x—6=-3-(-1)—6 = -3,

Zatem punkty przeciecia okregéw majg wspotrzedne: A = ( 159 257) B =(-1,-3).
Niech S, = (a,b) bedzie $rodkiem okregu o,. Poniewaz punkty A = ( 15—9,25—7) oraz

= (—1,—3) nalezg do okregu 0, o promieniu 2V5, wiec

(a— (—1))% + (b — (=3))% = (2V5)
(= (3) +0-%) -
Il etap

Obliczamy wspotrzedne srodka okregu o0,, rozwigzujgc uktad réwnan
(a+ 124+ (b+3)?2= (2\/‘)
19 27
(4 3) + (-3 - ey

{a2+2a+1+b2+6b+9—20

,38 361, 54 729
5 475 5 25

a’?+b?>=-2a—6b+10
38 54 590

2 oy —_—
a+b+5a 5b o5

Po zastgpieniu w réwnaniu a? + 35—861 + 32651 +b? —

przez wyrazenie —2a — 6b + 10 otrzymujemy dalej

5 Ly 72259 = 20 wyrazenia a® + b?

a?+b?=-2a—6b+10

20— 6b+10 + oa—2p = 20
@ 547577735
a?+b?=—2a—6b+ 10
28 84 840
54757775
{a2+b2=—2a—6b+10
a=3b—6
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Po podstawieniu do réwnania a? + b? = —2a — 6b + 10 w miejsce a wyrazenia 3b — 6
otrzymujemy

(3b —6)2+ b?> =—-2(3b—6) — 6b + 10
9b% —36b + 36 + b2 = —6b + 12— 6b + 10
10b% —24b+14 =0
A=(-24)2-4-10-14 =16

b=1 lub b=

ull

Gdy b=1,t0 a = -3.

Gdy bzé,to az—%.
Zatem S, = (=3, 1).
Okrag 0, ma réwnanie (x + 3)? + (y — 1)% = 20.

— %%) nie spetnia warunkéw zadania.

o
c
>
=
~—

~
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Zadanie 15. (0-7)

Wymagania egzaminacyjne 2022

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R11.6) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

tacznie za zadanie zdajgcy moze otrzymac 7 punktow: 2 punkty za rozwigzanie podpunktu
a), 1 punkt za rozwigzanie podpunktu b) oraz 4 punkty za rozwigzanie podpunktu c).

Zasady oceniania dla podpunktu a)

ZAAJACY OTIZYMUJE ..ottt e e ettt e e e e e e s e r et e e e e e e e e annnneneees 1p.
gdy zapisze dtugo$¢ a podstawy AB trojkgta oraz wysokos$¢ h trojkgta opuszczong na
podstawe AB w zaleznosci od odlegtosci x srodka okregu opisanego na trojkgcie od

podstawy AB trojkata: a = 2V1—x2 i h=x + 1.

ZAAJACY OLIZYMUJE .oeeieiiee ittt ettt e e e e e e e e sttt e e e e e e e e s s a s sbe e e e e aaaeeeeeeennnnneneees 2p.
gdy wykaze, ze pole P tréjkata jako funkcja zmiennej x wyraza sie wzorem
P(x)=(x+1)-V1—x2.

Zasady oceniania dla podpunktu b)
ZdajacCy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiiii e e e e e e e e 1p.
gdy zapisze, ze dziedzing funkcji P jest przedziat (0,1).

Zasady oceniania dla podpunktu c)
ZAaJaCY OrZYMUJE ......ooeiiiiiiiiiiiiiie s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaaaaaaaaaaaaaeeeeeeees 1p.

gdy:

e wyznaczy pochodng funkgji f: f'(x) = —4x3 —6x%+ 2 dla x € (0,1) (dla
sposobu 1.)
ALBO

e pokaze, ze dla kazdego tréjkgta EFG wpisanego w okrgg o promieniu R mozna
wskazaé tréjkat I wpisany w ten okrag taki, ze Pappe < Par ijeden z bokow

trojkata T jest oparty na tuku dtugosci %nR (dla sposobu 2.).

Zdajacy OtrZYMUJE .........oooiiiiiiiiiee ettt e e e e e e e 2p.
gdy:
e obliczy miejsca zerowe pochodnej funkcji f: x = % (dla sposobu 1.)

ALBO
e pokaze, ze sposrod wszystkich rozpatrywanych tréjkgtow najwieksze pole ma trojkat
réwnoboczny (dla sposobu 2.).
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Zdajacy OtrZYMUJE .........ooooiiiiiiiie e a e e e e 3p.
gdy:
e zbada znak pochodnej funkcji f oraz wyznaczy (z uzasadnieniem) warto$¢
zmiennej x, dla ktorej funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza, np.:

f')>0 da x € (0,3) oraz f'(x) <0 dia x € (3,1).
Funkcja f jestrosnaca w przedziale (0%] i malejgca w przedziale [%,1),wiec

osigga wartos¢ najwiekszg dla argumentu x = % . (dla sposobu 1.)

ALBO
e pokaze, ze sposrod wszystkich rozpatrywanych tréjkatéw najwieksze pole ma trojkat
rownoboczny i obliczy pole tego tréjkata rownobocznego lub x: P = ¥ lub x =%
(dla sposobu 2.).
ZAaJaCy OrZYMUJE .........cooiiiiiii e e e e e e e e e e e anrea s 4p.

gdy:
e wyznaczy wsrdd rozwazanych trojkgtow taki tréjkat, ktdrego pole jest najwieksze

i obliczy to najwigksze pole: 34—\5 (dla sposobu 1.)

ALBO
e pokaze, ze sposrod wszystkich rozpatrywanych tréjkgtéw najwieksze pole ma trojkat
rownoboczny oraz obliczy pole tego tréjkgta rwnobocznego oraz x: Pp = # oraz

X = % (dla sposobu 2.).

Uwagi do podpunktu c):
1. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkcji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak i zaznaczajgc na rysunku, np.
znakami ,+” i ,-”, znak pochodnej.
2. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto$¢ najwiekszg dla
wyznaczonej wartosci x, przy ktorej pochodna sie zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy
zdajacy:

e opisuje stownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos$¢ funkcji f
lub

e zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja f ma maksimum lokalne i jest to

jednoczesnie jej najwieksza wartos¢.

Jesli zdajacy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty
(za wyznaczenie pochodnej funkcji f oraz obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji f).
3. Jezeli zdajacy btednie wyznaczy dziedzine funkcji P, ale ta dziedzina jest podzbiorem
przedziatu (0, 1), to moze otrzymac punkt za zbadanie znaku pochodnej i wyznaczenie
argumentu, dla ktérego funkcja f przyjmuje warto$¢ najwiekszg, o ile miejsce zerowe
pochodnej nalezy do wyznaczonej dziedziny.
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Przyktadowe petne rozwigzania

a)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: a — dlugo$¢ podstawy tréjkata, b — dtugo$¢ ramienia
tréjkata, h — wysokos¢ trojkata, x — odlegtos¢ srodka okregu opisanego na tréjkacie od
podstawy AB trojkata, S — Srodek okregu opisanego na tréjkgcie, D — spodek wysokosci
CD poprowadzonej z wierzchotka C na podstawe AB tréjkata.

Promien okregu jest réwny 1, wiec h = x + 1.
Z geometrycznych warunkéw zadania wynika, ze a € (0,2) oraz x € (0,1).
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata SDB iwyznaczamy a w zaleznosci od x:

|.S'D|2 + |DB|2 = |BS|2
1 2
2 - =1
x° + (2 a)
a=2y1—x2

gdzie x >0 i 1—x2>0,t.dla x € (0,1).
Zatem pole P trojkata ABC jest rowne

P(x)z%-Z\/l—xz-(x+1)

P(x) = (x +1)-1—x2

dla x € (0,1).
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Uwaga:
Pole P tréjkgta ABC mozna obliczy¢, korzystajgc ze wzoru Herona. Trojkat jest

) . : : . a+2b
réGwnoramienny, wiec potowa p obwodu jest rowna . Zatem

2

a+2b 2b—a a a 4b%? — a? a?
P=\p0-0)p-b)p-b)= |—— ——55= [—— 7T

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkgtow BCD oraz SDB i otrzymujemy kolejno:

IBC|? = |CD|?> + |DB|> i |SD|?+ |DB|? = |BS|?
b2=(x+1)2+1a2 i xz+laz=12
4 4
1
4b2 —a? =4(x + 1)? | Za2=1—x2

Zatem

_ |4b*—a? a®  [4(x+1)? B '
P—\/T-Z—\/T-(l—xz)—(x+1) \/1—x2

da x>0i1—x%>0,t.da x € (0,1).

b)
Dziedzing funkcji P zmiennej x jest przedziat (0, 1).

c)

Sposob 1.
Przeksztatcamy wzor funkcji P:

Px)=(x+1)-v1—x2=J(x+ D2 - (1 —x2) = /(x2 + 2x + 1)(1 — x?)

P(x) = \/—x‘* —2x34+2x+1

Wyznaczamy warto$¢ najwiekszg funkcji P w przedziale (0, 1).

Tworzymy funkcje pomocniczg f okreslong wzorem f(x) = —x* —2x3 +2x + 1 dla
kazdego x € (0,1) iszukamy argumentu, dla ktérego funkcja ta osigga warto$é
najwiekszg.

Obliczamy pochodng funkeji f: f'(x) = —4x3 — 6x% + 2 dla x € (0, 1).

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji f.

Zauwazmy, ze liczba (—1) jest pierwiastkiem wielomianu —4x3 — 6x2 + 2. Dzielimy
wielomian —4x3 — 6x% + 2 przez dwumian x + 1 iotrzymujemy tréjmian —4x? — 2x + 2.

Obliczamy pierwiastki tego tréjmianu: x = =1 i x = % Poniewaz (—1) ¢ (0,1), wiec
f'(x) =0 tylkodla x = %
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Poniewaz f'(x) >0 dla x € (O%) oraz f'(x) <0 dla x € (%,1), wiec funkcja f jest

rosngca w przedziale (0, %] i malejgca w przedziale [%, 1). Zatem funkcja f osigga
wartos¢ najwiekszg dla argumentu x = % .
Poniewaz funkcja y(t) = Vt, okreslona dla t = 0, jest funkcjg rosngca, wiec funkcja P
osigga warto$¢ najwiekszg dla tego samego argumentu, dla ktérego funkcja f osigga
warto$¢ najwieksza.

Zatem funkcja P osigga wartos¢ najwiekszg dla x = % .

Sposréd rozwazanych trojkatéw najwieksze pole ma ten, dla ktérego odlegtos¢ x srodka

okregu opisanego na tym trojkacie od podstawy AB tego trojkata jest rowna % . Pole tego

trojkata jest rowne P (%) = (% + 1) . fl - (%)2 = % . \/% = ¥

Sposob 2.

Pokazemy, ze sposrdd wszystkich rozwazanych trojkatéw najwieksze pole ma trojkat
réownoboczny.

Rozwazmy dowolny tréjkat wpisany w dany okragg o obwodzie L = 2mR. Jego wierzchofki
dzielg okrag na trzy tuki. Jesli dany tréjkat nie jest rownoboczny, to nazwijmy jego wierzchofki
tak, by tuk EF miat dtugos¢ mniejszg, atuk EG — wiekszg od L/3. Niech E’ bedzie
punktem symetrycznym do punktu E wzgledem symetralnej boku FG. Wdwczas kazdy
punkt P tuku EE' jest bardziej oddalony od boku FG niz punkt E, zatem pole trojkata
EFG jest mniejsze niz pole trojkata PFG: Pagrg < Pappg . Poniewaz tuk E'G ma dhugosc
mniejszg od L/3, punkt P mozemy wybrac tak, by tuk PG miat dtugo$¢ doktadnie

rowng L/3.

Jesli punkt F dzielituk GP na potowy, to tréjkat PFG jest rownoboczny i dowdd jest
zakonczony. W przeciwnym przypadku jeden z tukéw PF, FG ma dtugo$¢ wigksza, a drugi
mniejszg od L /3. Postepujac doktadnie tak samo jak w pierwszym kroku dowodu,
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znajdziemy punkt Q taki, ze tuki PQ oraz QG majg dlugos¢ L/3 oraz pole

Ppprc < Papgc » €O konczy dowod, bo trojkat PQG  jest rownoboczny.

Trojkat rownoboczny wpisany w okrag o promieniu R = 1 ma bok dtugosci a = V3R =3

a3 _3 a3 _ 303
5> = =

i wysoko$¢ réowng h =

3 1
X—h—R—E—l—E.

5 Pole tego trojkata jest rowne 7 = natomiast

Uwaga:

Zdajgcy moze rozwigzywac zadanie, wykorzystujgc nierdwnosc¢ miedzy srednimi

arytmetyczng i geometryczna.

Z zaleznosci miedzy srednimi arytmetyczng i geometryczng zastosowanej dla liczb dodatnich

x+1 x+1 x+1
3 3 "3

, 1 —x otrzymujemy

+1 +1 +1
xT+xT+xT+1—x “x+1 x+1 x+1
=3 3 3 U0

1> x+1 x+1 x+1 L
2= 3 3 3 (=)

3 3 3

przy czym rowno$¢ zachodzi jedynie wtedy, gdy %1 =1-—x,czyligdy x = % .
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