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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Klucz punktowania zadan zamknietych

Numer zadania 1 2 3 4

Odpowiedz D|C|A|B

Klucz punktowania zadan kodowanych

Zad 5.

Odpowiedz
0 9 6

2

al T okreslonej dla

Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x)=

kazdej liczby rzeczywistej x # 1, poprowadzonej w punkcie 4 = (6,%) tego wykresu.
W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre jednosci i dwie cyfry po przecinku skonczonego

rozwini¢cia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

Rozwiazanie

2x(x—1)-x" -
Fa) e BETD= o2t Zatem £7(6)=0,96.
(x—1) (x—1)

Zadanie 6. (0-3)
W trojkacie ABC kat BAC jest dwa razy wiekszy od kata ABC. Wykaz, ze prawdziwa jest

rownosé |BC[ -|AC[ =]48]-|4C].

Rozwigzanie I sposob
Oznaczmy |<):ABC | =,

BC|=a,

AC|=b,
a’—b*=hc.

Wtedy |«BAC| =2« . Poprowadzmy dwusieczng AD kata BAC i niech |CD| = x, jak na

rysunku.

AB| = c. Przy tych oznaczeniach teza ma postac

Poniewaz katy ABD 1 BAD sa rdwne, wigc trojkat ABD jest rtownoramienny. Zatem
2
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

|AD|=|BD|=a—x oraz [«ADB|=180°-2«.
Stad wynika, ze |<):ADC| =2« . Zatem katy trojkata ABC sg rowne odpowiednim katom

trojkata DAC, co oznacza, ze te trojkaty sa podobne. Prawdziwe sg wigc proporcje
|4C| _|cD| |4C| _|cD|

= oraz =
|BC| |AC| |4B|  |4D

2

czyli

b
a

Stad
b*> =ax oraz ab—bx=cx.
Z drugiej réwnosci otrzymujemy
bx+cx=ab,
x(b+ c)=ab,
_ab
Cb+c’
Zatem rowno$é b° = ax mozemy zapisaé w postaci
b =g ab ’
b+c

2
a

:b+c’
b(b+c)=a2,
b +bc=a’,
a’—b*=bc.

To konczy dowod.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ....cccvvererrvercrssercssnnrcssnnrcssssrcsssssssssssssssssssassssens 1p.
. . . . , ,. b x b X
Zdajacy, przy przyjetych oznaczeniach, zapisze jedng z rownosci: — = i =
a c a—-x
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2p.
Zdajacy zapisze zalezno$¢, w ktdorej wystepuja tylko wielkosci a, b i ¢, ale nie wykaze tezy,
) 2 ab
np. zapisze b” =a- .
b+c
ROZWIgZanie Pelne ........ciiiiviiiiiiiiniiinnsiicnsiicssnicssnisssssissssnssssssessssosssssesssssosssssssssssssnss 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Rozwigzanie II sposob
Oznaczmy |<ABC | =,

AC|=b,
C

AB|:c.

BC|=a,

2x o
A c B

Wtedy |<):BA C | =2 . Przy tych oznaczeniach teza ma postac¢

a’—b*=bhc.
Z twierdzenia sinusow otrzymujemy
ad_13d b
—=——,czyli —=— .
sin sin2« sin@ 2sinocoso
Stad
a=2bcosc .

Z twierdzenia cosinuséw wynika natomiast
b*=a’+c* —2accosa,
wiec
a
b =a*+c*—2ac-—,
2b

2
ac

b’=a’+c"——,
b
b’ =a’b+bc’ —a’c,
b —bc* +a*c—a*h=0
b(bz—cz)—a2 (b—c)
(b—c)(b(b+c)—a2)=
(b—c)(b2+bc—a2)=0.

Stad wynika, ze b=c lub a’ —b* = bc . Zauwazmy, ze gdy b =c, to trojkat ABC jest
roOwnoramienny, wiec |<}:ACB| = |<ABC| =o, wigc 4o =180°, skad o =45°1 2 =90°. To

oznacza, ze wowczas trojkat jest rownoramienny i prostokatny, wiec b=c i a = NE
Rownos$¢ a’—b* =bc jest wiec wtedy rowniez prawdziwa, gdyz

2
(bv2) > =26 -b* =1 =bc.
To konczy dowod.
Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccvrervvercrssnressnrcssnnncsssnrcssssecssssscsssesssssessens 1p.

a

Zdajacy, przy przyjetych oznaczeniach, zapisze obie rownosci —— = — ,
sin  2sinocoso

b*=a*+c* —2accosc.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania ...........ccoeicnveccnsnicnsnnecssenesssencssenesssesesssenes 2p.
Zdajacy zapisze zalezno$¢, w ktorej wystepuja tylko wielkosci a, b 1 ¢, ale nie wykaze tezy,

np. zapisze b2=a2+cz—2ac-i.
p-zap 2b

ROZWIQZanie PEINe .....cciivvvvniiiiiinnriiiiinniinsisniicssssnniicssssnncsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 3p.

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

Zadanie 7. (0-3)
Udowodnij, ze dla dowolnego kata are (0 %) prawdziwa jest nierownos$¢

cos(L+a)<i.

sin ( 4"

Rozwigzanie (I sposob)
Mnozac obie strony nierdwnosci przez 2, otrzymujemy nier6wno$¢ rOwnowazng
2sm( a) 005(1”2+a) 1

12 2°

L2 Z-2a0 |
200562 -sin -0 <—.

2 2
Te¢ nieréwnos$¢ mozemy zapisaé w sposob rownowazny, korzystajac ze wzoru na sinus

réznicy katow, w postaci

. T 1
sin— —sin2o < —,
6 2

1. 1
——sin2a<—,
2 2
sin2a >0.
Ta nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdego o e (0,%’ ) , gdyz wtedy 2are (0,7[) .
Rozwigzanie (II sposob)
Korzystajac ze wzoru na sinus roznicy katow i ze wzoru na cosinus sumy katow,
otrzymujemy
inZ —cos-Z si 4 —sin-Z si 1
(sm {5 COS & —cos75 sin a)(cos {5 Cos & —sin sin a) <7
: 2, 2 1
sin-5 12 cos+5 12 cos’ o —sin’ 12 sin o cos o — cos’ 15 Z sin o cos & +sin-% {5 COS75 12 sin" o <,

y i 2 /4 21
s1n12cos12(s1n o +cos a) s1nacosa(s1n 15 Tcos 12)<4,

/4
s1n1200s12 -1-sinacosa - 1<4,

1
12 —sinacosa < 7
1

) smacosa<z,

2 sin-% cos-%

12
1 ¥
> sm(2 15
1 T _ 1
> sm6 smacosa<4,

1.1_ 1
3% smacosa<4,

sinacosa >0.

Ta nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdego o e (0, é’ ) , gdyz wtedy sina>0 1 cosa > 0.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Rozwiazanie (II1 sposob)

Jezeli ae (0, ), to 12 12 0(<12 oraz 12<12+0{< O Poniewaz w przedziale

2’

dla kazdego e (O,g ) prawdziwe s3g nierdwnosci

<—£ —> funkcja sinus jest rosnaca, a w przedziale <0, 7r> funkcja cosinus jest malejaca, wiec

s1n(12 0() < sinl—’g oraz cos(l—g +0{) < cosl—fg .

Zatem
_ T T cosZE =L.2sinZ cosZ =L.sinZf=1.1-1
sm(12 0{)c0s(12+05)<s1nlzcos12 =5:2sin{5c0875 =5 -sing =5-5=7.
To konczy dowod.
Schemat oceniania I, I i III sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccceeeereressrercssnressersssserssssssssssssssssssssasssssanes 1p.
Zdajacy
. . ) % +20 % -2
e zapisze nierOwnos$¢ w postaci 2 cos 5 sin 5 < 5
albo
e zapisze nierdwnos¢ w postaci sm1—2 cosl—2 ‘1-sinacosa-1< - 4
albo
e uzasadni, ze e (O, g ) prawdziwa jest jedna z nierownosci
/4
sm(12 a) <sin5 12 , cos(12 +0() < Ccos5 12
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2p.
Zdajacy
. . iy . .. T . 1 1 7 . 1
e zapisze nierdwnos¢ w postaci sm—6 —sin2a < 572 sin¢ —sin@rcosa <4
albo
e zapisze nierdwnos¢ w postaci % sin%’ —sinacosa < %
albo
e uzasadni, ze e (O, ﬂ) prawdziwe sg obie nierownosci
/4 /4
sm(12 a) < sin5 12 , cos(12 +0() < cos<5 12
ROZWIQZanie PEINe ......cciovvvveiiiiiinniiiniinniinnisnticssssnniicsssssncsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 3p.

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 8. (0-3)
Wykaz, ze rownanie x* +x> =2 (x4 +x— 1) ma tylko jedno rozwigzanie rzeczywiste x =1.

Rozwiagzanie
Roéwnanie mozemy zapisa¢ w postaci rOwnowaznej
X x=2x" 4 2x-2,
x*=2x*+1+x* -2x+1=0,
(x*=1) +(x=1)" =0.
Lewa strona rownania jest suma dwdch liczb nieujemnych, wigc jest ona rowna 0 wtedy
1 tylko wtedy, gdy oba sktadniki sg réwne 0, czyli wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(x*=1) =0 (x-1)" =0,

x'—-1=01ix-1=0.
Drugie z otrzymanych réwnan ma tylko jedno rozwigzanie x =1. Jest to rOwniez rozwigzanie
pierwszego z rdwnan. To konczy dowod.

Schemat oceniania

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2p.

Zdajacy zapisze rGwnanie w postaci ( Xt = 1)2 +(x— 1)2 -0.

ROZWIAZANIE PEINE  ..uucenneeenrrnniniintinntenninntentiennenaessnesssessnesssessssssssessssssssesssssssassssasssns 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 9. (0-4)
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych o$miocyfrowych, w ktorych zapisie dziesigtnym
wystepuja tylko cyfry ze zbioru {0, 1,3, 5, 7,9}, losujemy jedng. Oblicz prawdopodobienstwo

zdarzenia polegajacego na tym, ze suma cyfr wylosowanej liczby jest réwna 3.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze elementami zbioru €2 wszystkich zdarzen elementarnych sg o$miocyfrowe

liczby, ktorych cyfry wziete sa ze zbioru {0,1,3,5,7,9}. Wszystkich takich liczb tyle, ile

o$miowyrazowych ciagéw (x,,x,,...,%; ), w ktérych x,€{1,3,5,7,9} i x,€{0,1,3,5,7,9} dla

2<i<8.Zatem Q={(x,%,,...%):x,€{1,3,5,7,9} i x,€{0,1,3,5,7,9} dlai > 2} oraz
Q|=5-6".

Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma cyfr wylosowanej liczby jest rowna 3.

Liczby, ktore spetniaja ten warunek maja jedng z nastepujacych postaci:

e pierwszg cyfra jest 3 (liczac od lewej strony) i1 kolejne cyfry sa zerami. Taka liczba jest

tylko jedna.
e pierwszg cyfrg jest 1, na dwdch sposrod pozostalych siedmiu miejscach sg dwie cyfry 1, a

na pozostalych pieciu miejscach sg cyfry 0. Takich liczb jest 1 ( Z) .
7
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zatem
[4]=1+(])=1+21=22.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wigc rowne:
P(A) = 227 S = 0,00001571.
5-6" 699840

Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZANEA ceeeevrrereessssnnrecssssssresssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
Zdajacy

e zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =5-6'

albo
e zapisze dwa przypadki liczb, ktérych suma cyfr jest rowna 3.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccveeesverecsrrcssurrcssnnncsssnesssssessssesssssessssrssansnes 2p.
Zdajacy
e zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych zapisze dwa przypadki liczb,
ktoérych suma cyfr jest rowna 3

albo
e zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4:
_ 7
[4]=1+(]).
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania.........cceececverenirencnssencssencssencssnscsssnssssssssssasess 3p.
Zdajacy zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych oraz liczbe zdarzen sprzyjajacych
zdarzeniu 4: [Q=5-6, |4] =1+(;).
Rozwiazanie pelne 4 p.
Zdajacy wyznaczy szukane prawdopodobienstwo, np.: 52§7 .

Zadanie 10. (0—4)

Dany jest rosnacy ciagg geometryczny (a, aq, aqz), ktorego wszystkie wyrazy 1 iloraz sa
liczbami catkowitymi nieparzystymi. Jesli najwigkszy wyraz ciggu zmniejszymy o 4, to
otrzymamy ciag arytmetyczny. Oblicz wyraz aq tego ciagu.

Rozwigzanie
Ciag jest rosnacy, zatem najwickszym jego wyrazem jest liczba ag”. Ciag arytmetyczny
tworza wiec liczby (a, a-q,a-q° — 4).

a+(01q2 —4)

Korzystajac z wlasnos$ci ciggu arytmetycznego mamy, ze aq = , czyli

2aq = a+(aq2 —4).
Przeksztatcajac otrzymang rownos¢ otrzymujemy w szczegolnosci:
—aq’ +2aq—-a=-4,

8
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

—alg® —2¢+1)=—4,
alg-1)7 =4.
Wszystkie wyrazy majg by¢ nieparzystymi liczbami catkowitymi. Zatem a =1 oraz

(q - 1)2 =4 . Stad |q — 1| =2,zatem g =3 lub g = —1. Ostatnie wynik nie spelnia warunkow

zadania.
Zatem drugi wyraz jest rowny: ag =3.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...cccevverecsrercssnrcssnrcssanesssssesssasessssssssssssssnssssonssss 1p.
Zdajacy zapisze dla odpowiednich wyrazen rdéwno$¢ wynikajaca z wlasnosci ciggu
a+ (aq2 - 4)
arytmetycznego, np.: aq = —
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania............oeieeienvinnsninnsennsinnseinsninssnnssscsssnsssnenans 2p.

Zdajacy zapisze rOwnanie, w ktorym jedna ze stron jest iloczynem liczb catkowitych, a druga
konkretng liczba catkowita, pozwalajace wyznaczy¢ catkowite wartosci niewiadomych, np.:

a(q—l)2 =4,

Pokonanie prawie pelne 3p.
Zdajacy wykorzysta rozktad liczby 4 na czynniki i wyznaczy co najmniej jedng z liczb:
alub g.

Rozwiazanie pelne 4 p.
Zdajacy obliczy drugi wyraz ciggu: 3.

Zadanie 11. (0—4)
Dany jest nieskonczony cigg okregdéw (o,) o réwnaniach x>+ y* =2""", n>1. Niech P«
bedzie pierScieniem ograniczonym zewnetrznym okregiem o,, , 1 wewngtrznym okregiem

0,,.Oblicz sume pol wszystkich pier§cieni Pk, gdzie k >1.

Rozwigzanie
Roéwnanie przedstawia rodzing wspotsrodkowych okregow o $rodku w poczatku uktadu

11-n
wspotrzednych 1 promieniach = V2 . Promien pierwszego okregu jest rowny 7 =2°,
1

za$ drugiego — r, =27 . Pole pierwszego pierécienia jest rowne P =7-2"—7-2° =7-2°, pole

nastgpnego pierécienia jest rowne P, =m-2°—7-2"=7-2". Pole kazdego z opisanych

pierScieni mozna zapisaé w postaci P, =7z-2"7 — 72" = 2", Zauwazamy, ze pola
70 1-2(k+1) 1

=272 =_

pierscieni tworzg nieskonczony cigg geometryczny o ilorazie qzw p
7z'.

Poniewaz |q| :Z <1, warunek istnienia sumy jest spelniony 1 mozna zastosowa¢ wzoér na

_2117[
3

sume wszystkich wyrazow ciggu geometrycznego zbieznego: S = =—.7-2

r-2° 4
-1 3
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZANEA ceveerrnnreessssnrecssssssresssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.

Zdajacy obliczy pole pierwszego pierscienia ograniczonego okrggiem pierwszym i1 drugim
P=2"7x.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...c.cccveeveriruinseissninseissnresecsssnsssnsssssesanssssenns 2 p.

Zdajacy zauwazy, ze pola pierScieni tworzg ciag geometryczny o ilorazie g = i .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.

Zdajacy zastosuje wzOr na sume szeregu geometrycznego S =

ROZWIQZanie PeHE .....coiiiciiiiiiiiiiiiiininnntinnnicnnnecnnnicsntessssnissssesssseessssessssssesssssessssnes 4 p.

Zdajacy obliczy sumg pol wszystkich pierscieni S = oraz w trakcie rozwigzywania

zadania zapisze, ze taka suma istnieje, bo iloraz ciggu spetnia warunek |q| <l1.

Zadanie 12. (0-5)

Trapez prostokatny ABCD o podstawach AB i CD jest opisany na okregu. Rami¢ BC ma
dlugos¢ 10, arami¢ AD jest wysokoscig trapezu. Podstawa AB jest 2 razy dluzsza od
podstawy CD. Oblicz pole tego trapezu.

Rozwigzanie
Poprowadzmy wysoko$¢ CE trapezu i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
D b C
h " N\o
A - ' B
a E
Podstawa AB jest dwa razy dtuzsza od podstawy CD, wigc
a=2b.
Zatem

|EB|=|4B|-|CD|=2b-b=b.
Poniewaz trapez jest opisany na okregu, wiec
|4B|+|CD|=|4D|+|BC

2

czyli
10
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

2b+b=h+10,
(1) h=3b-10.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCE otrzymujemy
|EB[ +|CE[" =|BC
b*>+h*>=10".
Stad 1 z (1) otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma b
b*+(3b-10)" =100,
b +9b> —60b+100 =100,

2
s

10b> =606 =0,
106(b-6)=0,
b=01lub b=6.

Tylko drugie z tych rozwigzan jest dodatnie, wiec b=6.
Zatem a=2-6=121h=3-6-10=8.
Pole trapezu jest rowne

a+b 18
P, = h=—18=T2.
ABCD 2 2

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABD otrzymujemy
|4D|" +|4B[ =|BD
12°+8* =d”.

2
9

Stad

d =144+64 =208 =4/13 .

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy zapisze zalezno$¢ miedzy dlugosciami bokow trapezu
e wynikajacg z wlasnosci czworokata opisanego na okrggu: a+b=h+10
albo

e wynikajacg z twierdzenia Pitagorasa: (a — b)2 +h*=10".

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSLEP ...ccccccveevverisiissnnnsninssercsnsssnnssseesssscssnessssssssesans 2 p.

Zdajacy zapisze uklad réwnan (tyle réwnan niezaleznych ile niewiadomych), pozwalajacy
obliczy¢ dhugosci bok6w trapezu, np.: a+b=h+10 i (a—b)" +h*=10> i a=2b.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: b° + (3b— 10)2 =100.

Rozwiazanie prawie pelne .......iiiniiiiiiiiiniiiiiitinnnninnniiniininnniesssiessssesssssesssssesssees 4 p.

Zdajacy e obliczy dlugos¢ jednego z bokow trapezu i na tym zakonczy
albo
e obliczy pole trapezu, popetniajac w trakcie rozwigzania zadania btedy rachunkowe.

ROZWIQZanie PelNe .......ooiiioviiiiiiiiiiiiininninnnnninssnnisssncssssnesssnessssnossssnosssssesssssssssssssssssssssses Sp.

Zdajacy obliczy pole trapezu ABCD:
PABCD = 72 .

11
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy dtugosci bokow trapezu 1 na tym zakonczy, to otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 13. (0-5)

Wierzchotki 4 1 B trdjkata prostokatnego ABC leza na osi Oy uktadu wspotrzednych. Okrag
wpisany w ten trdjkat jest styczny do bokéw AB, BC i CA w punktach — odpowiednio —
P=(0,10), 0=(8,6) i R=(9,13). Oblicz wspotrzgdne wierzchotkéw 4, B i C tego tréjkata.

Rozwigzanie (I sposob)
Wspotczynnik kierunkowy prostej PR jest rowny

13-10 1
"=y 3
a Srodek E cigciwy PR ma wspoirzedne
—(9 23
£=(3.5).

Symetralna cigciwy PR , a wigc prosta prostopadia do prostej PR i przechodzaca przez punkt
E ma roéwnanie postaci

]
y=-3x+25.
Przecina ona o$ Oy w punkcie B. Zatem B =(0,25).

Tak samo wyznaczymy wspotrzedne wierzchotka 4.
Wspotczynnik kierunkowy prostej PR jest rowny
4 = 6-10_ 1
Co8-0 2
a srodek D cigciwy PQ ma wspotrzedne
D=(4,8).
Prosta przechodzaca przez punkt D i prostopadta do prostej PQ, czyli symetralna cigciwy PO
ma réwnanie postaci

b

y:2(x—4)+8,
y=2x.

Przecina ona 0§ Oy w punkcie 4. Zatem 4 =(0,0).

12

Arkusze maturalne + skuteczne metody rozwigzan « Matura matematyka PP i PR ¢ wielkimatematyk.pl



Schemat oceniania
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D W A h QN0 D

S
v

2.2 4 / \ 10 ELIR. 1314 15 16, 1718

A

Pozostaje obliczy¢ wspolrzedne wierzchotka C. MozZemy je obliczy¢ na kilka sposobow.
Sposob 1.

Wystarczy wyznaczy¢ rownania prostych 40 1 BR zawierajacych boki odpowiednio AC 1 BC.
Punkt ich przecigcia to wierzchotek C.

Rownanie prostej 40 ma postac

Zatem

wige y=3-12=9, czyli C=(12,9).
Sposob 11.

Wystarczy wyznaczy¢ rownanie jednej z prostych AQ lub BR oraz réwnanie symetralnej

cigciwy QOR. Punkt ich przecigcia to wierzchotek C.
Rownanie prostej 4Q ma postaé y = %x .

Wspotczynnik kierunkowy prostej OR jest rowny

13-6
G =5 g ="
a $Srodek F' cigciwy OR ma wspoOtrzedne
F= (H ﬁ)
2°2)
13
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Poziom rozszerzony

Prosta przechodzaca przez punkt F i prostopadia do prostej PO ma rdwnanie postaci

(=) 3.

Zatem

wiec y=%-12=9, czyli C=(12,9).

Rozwigzanie (II sposob)

Wyznaczmy rownanie okregu przechodzacego przez punkty P, O i R. Jest to okrag opisany na
trojkacie POR 1 jednoczes$nie wpisany w trojkat ABC. Mozemy wyznaczy¢ to rOwnanie na
kilka sposobow.

Sposob I .

Okrag ten na réwnanie postaci (x — a)2 +(y- b)2 =r”. Wspbtrzedne punktow P, Qi R

spetniaja réwnanie tego okrggu, wiec otrzymujemy uktad rownan

(0-a)"+(10-b)" =/* a* +b> = 20b+100 = 1
(8—a) +(6-b)" =r* ,czyli {a* +b* —16a—12b+100 = 1>
(9-a)’ +(13-b)" =1 a’ +b* —18a—26b+250 =7

Odejmujac stronami od pierwszego roéwnania drugie 1 od drugiego trzecie, otrzymujemy
16a—8b=0
{2a+14b—150 =0
Z pierwszego rownania otrzymujemy b = 2a , wigc

a+7-2a-75=0,
15a =175,
a=5,

zatem b =2a =10, wigc $rodkiem tego okregu jest punkt S =(5,10).

Bok AC trojkata ABC jest zawarty w prostej przechodzacej przez punkt Q 1 prostopadtej do
promienia SQ, a wigc w stycznej do okregu przechodzacej przez punkt Q. Wspdtczynnik
kierunkowy prostej SQ jest rowny

6-10 4

w55
wigc prosta AC — prostopadta do SQ i1 przechodzaca przez Q ma réwnanie postaci
y= %(x -8)+6,

y:%x.

b

Przecina ona o$ Oy w punkcie 4=(0,0).

Bok BC trojkata ABC jest zawarty w prostej przechodzacej przez punkt R i prostopadtej do
promienia SR, a wigc w stycznej do okrggu przechodzacej przez punkt R. Wspotczynnik
kierunkowy prostej SR jest rowny
. 13-10 _3
9-5 4
wiec prosta BC — prostopadta do SR i1 przechodzaca przez R ma rownanie postaci

5
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

y=—%(x—9)+13,

y= —% x+25.
Przecina ona 0§ Oy w punkcie B =(0,25).

Punkt C lezy na prostej AC 1 na prostej BC, wigc jego wspdirzedne obliczymy, rozwigzujac
uktad rownan

Stad

wiec y:%-12=9, czyli C=(12,9).

Schemat oceniania I i IT sposobu rozwiazania

Rozwiagzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania zadania 1p.

Zdajacy
e obliczy (zapisze) wspdtczynnik kierunkowy jednej z cigciw PQ, PR, OR:

1 1 —
Apg = =75 App =73 5 Agp =1

albo

e zapisze (zaznaczy na rysunku), ze odpowiednie wierzchotki lezg w réwnej odlegtosci
od punktow P, O, R.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ...cccceccvrecsreresssercssnnesssenesssesssssssssssssssssssssnssss 2 p.
Zdajacy zapisze rOwnanie symetralnej co najmniej jednej sposrod cigciw, np.: y = 2x,

y=-3x+25, y=-L(x-17)+ 12

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.

Zdajacy

e wyznaczy wspolrzedne wierzchotkéw lezacych na osi Oy: 4 = (0, 25), B=(0,0).
albo

e obliczy wspotrzedne srodka okregu wpisanego w trojkat ABC lub wyznaczy rownanie

tego okregu: S =(5,10), (x—5)"+(y-10)* =25.

Rozwiazanie prawie pelne .......iciiiiiiiiiiiinniiicnniinnsiinnnnininninsniinssiensstessssesssssessssnes 4 p.

Zdajacy zapisze uktad rownan prowadzace do wyznaczenia wspotrzednych wierzchotka C,
np.: y:%x 1 y:—%x+25.

ROZWIQZanie PeINe ......coiivveiriiiiiniiinnisniiinissnniicssssnnnecsisnsicsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 5p.

Zdajacy wyznaczy wspolrzedne wszystkich wierzchotkow trojkata ABC: 4 =(0,0),
B=(0,25), C=(12,9).
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Zadanie 14. (0-6)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie
x* =3mx+(m+1)(2m-1)=0
. : .. . 1 1 _2
ma dwa rozne rozwiazania x,, x, spelniajace warunki: x,-x, #0 oraz 0 < —+—< 3
xl x2

Rozwiazanie I sposéb
Wyréznik trojmianu kwadratowego x* —3mx+(m+1)(2m—1) jest rowny

A=9m* —4-(m+1)(2m=1)=m* —4m+4=(m-2)".
Dla kazdej liczby rzeczywistej m # 2 wyroznik jest dodatni, wigc rownanie ma dwa rdzne
rozwigzania x, =m+1 oraz x, =2m—1.

Przy zalozeniu m #—1 oraz m # 5 otrzymujemy dwie nieréwnosci

L ! >0 oraz ! + ! Sz.

m+1 2m-1 m+1 2m-1 3

Przeksztalcamy w sposob rownowazny pierwsza z nich

2m—1+m+1
(m+1)(2m—1)
3m(m+1)(2m—1)>0.

>0,

me (=1,0)U( %, +ee).

Przeksztalcamy w sposob rownowazny drugg nieréwnos¢

1 1 2
+ <=z

m+1 2m-1 3

3m <2
(m+1)(2m-1)" 3
9m—2(m+1)(2m—1)
3(m+1)(2m—1)
—4m* +Tm+2
3(m+1)(2m—1)
—4(m—2)(m+%)
3(m+1)(2m—1)
~12(m=2)(m+1)(m+1)(2m-1)<0

<0

<0

<0

me (=oo,=1) (=, )u(2,4).

Ostatecznie otrzymujemy m e <—%,O) U(2,4).
Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy z nich polega na obliczeniu wyr6znika trjmianu kwadratowego 1 stwierdzeniu, ze
dla kazdej warto$ci parametru m # 2 istnieja dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste.
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A=9m* —4-(m+1)(2m=1)=m* —4m+4=(m-2)’

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Drugi etap polega na wyznaczeniu rozwigzan rownania w zalezno$ci od parametru m,

+ >0 oraz + !
m+1l 2m-—1 m+1l 2m-—1

nierdwnosci, a nastgpnie ustaleniu czesci wspolnej wszystkich rozwigzan. .

zapisaniu nierdéwnosci < 3’ rozwigzaniu tych
Za ten etap rozwigzania zdajacy otrzymuje 5 punktow.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

Za wyznaczenie pierwiastkow w zaleznosci od parametru m:

x,=m+l1 oraz x, =2m—1.

zdajacy otrzymuje 1 punkty.

+
m+1 2m-—1

zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Za zapisanie nierownosci >0 ijej rozwigzanie me (—1,0) u(l +oo)

2’

2 .
+ < 5 w postaci

Za zapisanie nierownosci <
m+1 2m-—1

otrzymuje 1 punkty.

Za zapisanie cze$ci wspdlnej rozwigzan me <—%,0) u(2,+oo) zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Rozwiazanie 11 sposéb
Obliczamy wyrdznik trojmianu kwadratowego:
A=9m> —4-(m+1)(2m=1)=m* —4m+4=(m-2)".
Dla kazdej liczby rzeczywistej m # 2 wyroznik jest dodatni, wigc rownanie ma dwa rdzne
rozwigzania.

. . 1 1 2 o :
Nierownos¢ 0 < —+—=< 3 przeksztalcamy w sposdb rownowazny

XX
0<fith 2
xx, 3
Ze wzorow Viete’a otrzymujemy
3m 2
0< <—.
(m+l)(2m—1) 3
Nieréwnos¢ 0 < mozemy zapisaé w postaci

(m+l)(2m—1)
3m(m+1)(2m=1)>0 stad me (~1,0) (L, +e).

. ., L, 3m 2 , ..
Natomiast nierdéwno$¢ < g przeksztalcamy rownowaznie

(m+1)(2m—1)

3m
(m+1)(2m-1)

<2,
3
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9m—2(m+1)(2m—1) -
3(m+1)(2m-1)
—4m* +Tm+2
3(m+1)(2m—1)

_4(m—2)(m+%) <0

3(m+1)(2m—1) B
—12(m—2)(m+%j(m+l)(2m—l)SO.
V)
me (=1,0)0(2,4+).

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

<0,

Wige me (—oo0,—1) u<—l

4>
Ostatecznie otrzymujemy

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy z nich polega na obliczeniu wyrdznika tréjmianu kwadratowego 1 stwierdzeniu, ze
dla kazdej wartosci parametru m # 2 istnieja dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste.

A=9m* —4-(m+1)(2m=1)=m* —4m+4 =(m—-2)’

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

. S, L y o X +x, 2
Drugi etap polega na zapisaniu nieréwnos$ci w postaci rtownowaznej 0 < < 3’
x]x2

. , e e, , . 3m 2 ) .

wykorzystaniu wzoréw Viéte’a , zapisaniu nierownosci 0 < < —, rozwigzaniu
(m + 1) (2m - 1) 3
tych nierdwnosci, a nastepnie ustaleniu ostatecznej odpowiedzi.
Za ten etap rozwigzania zdajacy otrzymuje 5 punktow.
Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:
. . R T TS . 3m 2

Za wykorzystanie wzoréw Viete’a i zapisanie nierownosci 0 < — zdajacy

(m+1)(2m—1) 3
otrzymuje 1 punkt.

3m
(m+l)(2m—1) >0

Za rozwigzanie nieroOwnosci

me (-1,0)u ( +<>o) zdajacy otrzymuje 1 punkt.

m_ 2 t —4(m=2)(m+})
(m+1)(2m=1) 3 PO 3 (mr1) (2m—1)

Za zapisanie nierdwnosci <0

zdajacy otrzymuje 1 punkt, za jej rozwigzanie me (—eo,—1)U <—%,%) u<2, +o0) zdajacy

otrzymuje 1 punkt.
Za zapisanie ostatecznej odpowiedzi m e <—%,0) U(2,+0) zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 15. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie mozliwe drewniane szkielety o ksztalcie przedstawionym na
rysunku, wykonane z listewek. Kazda z tych listewek ma ksztalt prostopadtoscianu o
podstawie kwadratu o boku dtugosci x. Wymiary szkieletu zaznaczono na rysunku.

P— 10-2x .,

// / A
6 /S //

/ | / /

X

a) Wyznacz objetos¢ V drewna potrzebnego do budowy szkieletu jako funkcje zmiennej x.

b) Wyznacz dziedzing funkcji V.

c) Oblicz te wartos¢ x, dla ktorej zbudowany szkielet jest mozliwie najcigzszy, czyli kiedy
funkcja V osigga warto$¢ najwigksza. Oblicz t¢ najwigkszg objetos¢.

Rozwiagzanie
Rozpatrywana bryta zbudowana jest z dwunastu belek. Kazda z nich jest prostopadio$cianem,
ktorego podstawa jest kwadrat o boku dlugosci x.
Cztery ,,pionowe belki” majg dlugo$¢ 6 —2x, cztery poziome (rownolegle do plaszczyzny
rysunku) majg dlugo$¢ 10—-3x, natomiast cztery poziome (prostopadie do ptaszczyzny
rysunku) majg dlugos¢ 6—x. Zatem objetos¢ V rozpatrywanej bryly jest rowna sumie
objetosci wszystkich 12 belek, wiec
V =4x’ (6—2x)+4x2 (10—3x)+4x2 (6—x) = 4x’ (6—2x+10—3x+6—x) =
=4x7 (22— 6x) =8(11x" =3x’).
OtrzymaliSmy zatem funkcj¢ V' zmiennej x okre§long wzorem
V(x)=8(11x* -3x°).
Wyznaczmy dziedzing funkcji V. Z warunkow geometrycznych zadania wynika, ze x >0
oraz 6>2x i 10—2x >2x. Stad otrzymujemy 0 < x < % ,czyli D, = (0, %>
Uwaga
Mozemy tez przyjac, ze D, = (0,%) .
Pochodna funkcji V jest rowna
V'(x)=8-(22x—9x ) =8x(22-9x) dla 0<x<3.
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Obliczmy miejsca zerowe i zbadajmy znak pochodne;.

V’(x):()(:)(x=0vx:%)/\0<x3%(:)x:%z,

V'(x)>0<:>(x>0/\x<%)/\0<x3%<:>0<x<29—2,

V'(x)<0<:>(x<0vx>%)A0<xS%®%<xS%.

22\ 2 5
9

Zatem w przedziale (0, > funkcja V jest rosnaca, w przedziale < 5 2> jest malejaca,

a w punkcie x= 29—2 osigga maksimum lokalne, ktdre jest jednoczesnie najwicksza warto$cig

tej funkcji, gdyz jest to jedyne maksimum lokalne funkcji, a funkcja jest rézniczkowalna.

Dla x = 29—2 funkcja V przyjmuje warto$¢

V)=8(1 () -3 () =58 () (13 3)=ss-4 L= 3P s .

Schemat oceniania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

I. Pierwszy etap, ktory oceniamy na 3 punkty, sktada si¢ z trzech czgsci:

I.1) zapisania dtugos$ci kazdej z belek uzytych do konstrukcji, w zalezno$ci od x:

6—-2x,6—x,10-3x.

1.2) zapisania objetosci V', jako funkcji zmiennej x: V' (x) =8- (1 Ix® —3x° )

1.3) wyznaczenia dziedziny funkcji V: D, =(0, %>

Uwaga.

Akceptujemy zapis D, = (0,%) .
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg¢$¢ etapu zostala zrealizowana bezbtgdnie.

Uwagi

1. Jesli zdajacy popelni btad przy wyznaczaniu dziedziny (akceptujemy zapis D, = (0, %) )
albo pominie wyznaczenie dziedziny, ale funkcja objetosci zostanie zapisana prawidtowo,
to otrzymuje za t¢ cze$¢ 2 punkty i moze otrzymac punkty, ktére odpowiadaja kolejnym
etapom rozwigzania zadania.

2. Jesli zdajacy poprawnie zapisze dtugosci dwdch ,,rodzajow” belek, popelni blad przy
kolejnej 1 konsekwentnie wyznacza funkcj¢ objetosci, to za pierwszy etap moze otrzymac
co najwyzej 1 punkt (za dziedzing), ale moze otrzymac¢ punkty, ktére odpowiadaja
kolejnym etapom rozwigzania zadania.

II. Drugi etap, za ktory zdajacy moze otrzymac 3 punkty, sktada si¢ z trzech czgsci:
I1.1) wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej f(x)=8- (1 1x* — 3x3):
f'(x)=8x(22-9x);
I1.2) obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji f; x =0, x = 29—2;
I1.3) uzasadnienie (np. badanie monotonicznos$ci funkcji), ze funkcja V posiada wartos¢
najwigkszg dla x = 29—2: pochodna funkcji jest dodatnia woéwczas gdy xe (0, %) ,

pochodna jest ujemna dla xe (%,% .
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Za poprawne rozwigzanie kazdej z czg$ci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia cze$¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.

: : : ] C Riatade] . 22\ _ 42592 _ 67
III. Trzeci etap to obliczenie najwigkszej objetosci bryly: V(j) =55 =175553 -
Za ten etap zdajacy moze otrzymac 1 punkt, o ile rozwigzat poprawnie poprzedni etap

zadania.
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