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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetlniajgce warunki

zadania.

Zadanie 1. (0—1)

. i . i Poprawna
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje
II. Wykorzystanie pojecie wartosci bezwzglednej i jej interpretacje
i interpretowanie geometryczng, zaznacza na osi liczbowej zbiory D
reprezentacii. opisane za pomocg rownan i nierOwnosci typu:
|x—a| =), x—a| >b, x—a|< b (R1.1).
Zadanie 2. (0—1)
II. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy rozwiazuje
1 interpretowanie rOwnania i nieréwnosci z warto$cig A
reprezentacji. bezwzgledna (R3.9).
Zadanie 3. (0—1)
1. Wykorzystanic 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uZyvza
i interpretowanie wzorow skroconego mnozenia na (a +b)” oraz C
reprezentacji. & +b* (R2.1)
Zadanie 4. (0-1)
1L 'V&./ykorzystame' 6. Trygonometria. Zdajacy rozwigzuje rOwnania
1 interpretowanie oY . A
.. 1 nierownosci trygonometryczne (R6.6).
reprezentacjl.
Zadanie 5. (0—-1)
II. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyZznie kartezjanskie;.
1 interpretowanie Zdajacy oblicza odlegltos¢ punktu od prostej B

reprezentacji.

(R8.4).
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Zadanie 6. (0-2)

11n° +6n+5_2n2 +2n+1
6n’ +1 5n° —4
jednosci i1 pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

Oblicz granice lim( . W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre

n—>o0

) 5. Ciagi. Zdajacy oblicza granice ciagdéw, korzystajac z granic
II. Wykorzystanie

.. . ., I 1 . , . .
1 interpretowanie Cciggow typu —, — oraz z twierdzen o dziataniach na
reprezentacji. non

granicach ciggéow (R5.2).

Odpowiedz

Zadanie 7. (0-2)

6
Liczby (—1) i 3 sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz ; ((1 2)) .
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspotczynnikow
1 interpretowanie wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
reprezentacji. kanonicznej, w postaci ogdlnej i w postaci iloczynowej (4.10).
Rozwigzanie (I sposob)
Zapisujemy trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej
f(x)=a(x+1)(x-3), gdzie a#0.
Stad za$ wynika, ze
f6) a73_ 7
f12) a-13-9 39°
Schemat oceniania
Z.daJACY OLTZYIMUJC...uuverersuercssnrcssnsosssrssssssssssssssssasssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssss 1p.

gdy wykorzysta posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej i zapisze f(6)=a-7-3 lub
/(12)=a-13-9 i na tym zakonczy lub dalej popeni biedy.

Z/AAJACY OLTZYIMUJC..ouuueerieesrrriecsssssecsssssssesssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnss 2 p.

gdy obliczy warto$¢ =—.
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Rozwigzanie (II sposob)
Z wzorow Viéte’a otrzymujemy —% =2 oraz §= -3. Stad b=-2a oraz c=-3a. Wzor
funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci f(x)=ax’ —2ax—3a. Obliczamy wartoéci funkcji dla
argumentoéw 61 12
f(6)=36a—-12a-3a=2la oraz f(12)=144a—24a-3a=117a.
7(6) _2la _7

Zatem ——~ =—.
f(12) 117a 39

Schemat oceniania

Z/AAJACY OLTZYINUJE «uueeeevrrersurrcssarrcsssrncssssesssssesssssesssssssssssesssssosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssns 1p.
gdy wykorzysta wzory Viete’a i zapisze f(6)=36a—12a—3a lub f(12)=144a—24a-3a

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..ueeeueerreresueissancssecsssecssnssssnsssecsssessssssssssssasssssssssssssssssassssssssassssssssasssssssssess 2p.

f6) _ 7
f(12) 39°

gdy obliczy wartos¢

Zadanie 8. (0-3)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierdéwno$¢

x'=x*=2x+3>0.

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy
V. Rozumowanie 1 dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w tatwych
przyktadach) skraca wyrazenia wymierne; uzywa wzory

1 argumentacja )
skroconego mnozenia na (ab)", a> —b*. (R2.6, 2.1).

Rozwigzanie (I sposob)
Przeksztat¢my nier6wnos$¢ rOwnowaznie w nastepujacy sposob
=2 14X -2x+1+1>0,

(x*=1) +(x=1)" +1>0.

Lewa strona tej nierdwno$ci jest sumg trzech sktadnikéow, z ktérych dwa pierwsze s3
nieujemne, a trzeci dodatni, wigc suma ta jest dodatnia dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Z/AAJACY OLTZYINUJE «uveeeneeressurressarecsssrecsssrecssseesssssesssssssssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.

gdy zapisze nierowno$¢ w postaci, z ktorej lewa strong tatwo mozna zapisa¢ w postaci sumy
sktadnikow nieujemnych: x* —2x*> +1+x* =2x+1+1>0.

Z.daJACY OLTZYMMUJE cceneeerrecsssrarsesssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 2p.

. . , ;o . 2 2 2 . . . . , . .
gdy zapisze nier6wnos¢ w postaci: (x —1) +(x—1)"+1>0 i nie uzasadni prawdziwosci te]
nierownosci.
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Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuuererrrrcssrressrncsssrrcssssecssssesssssessssesssssesssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssasssss 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwiazanie (Il sposob)
Przeksztat¢my nieréwnos¢ rownowaznie w nastepujacy sposob
xt—x?-2x+2+41>0,
X (¥ =1)=2(x=1)+1>0,
x*(x=1)(x+1)=2(x=1)+1>0,
(x=1)(x* (x+1)=2)+1>0,
(x=1)(x’ +x*=2)+1>0,
(x—l)(x3—x2+2x2—2)+1>0,
x=1)(x (x=1)+2(x* =1))+1>0
(x—l)(xz(x 1)+2(x=1)(x+1))+1>0,
1 2

(x=1)"(x* +2(x+1))+1>0,

(x=1)" (¥ +2x+1+1)+1>0,

(x=1)"((x+1)"+1)+1>0.
Poniewaz (x—l)2 >(0 oraz (x+1)2 +1>0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, wiec iloczyn
(x— 1)2 ((x + 1)2 + 1) jest nieujemny. Stad wynika, Ze lewa strona nierdbwnosci jest dodatnia
dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYIMNUJC..uuuuerersurressreessrecsssrecssssecssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy zapisze nierdwnos$¢ w postaci: x> (x2 —~ 1) —2(x-1)+1>0.
Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuueeerrrressrrcssrncsssrncssssecssssesssssesssssesssssesssssosssssossssssssssssssssssssssssssasssssasssss 2p.
gdy zapisze nierowno$¢ w postaci: (x — 1)2 (x2 +2x+ 2) +1> 0 i nie uzasadni prawdziwosci
tej nierownosci.
Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuuererrrressnressrecsssrnessssecssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwiazanie (I11 sposdéb)
Rozwazmy wielomian f(x)=x"—x"—2x+3.

Pochodna tego wielomianu jest rowna f ’(x) =4x’ —2x—2 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Poniewaz f’(1)=4-2-2=0, wigc wiclomian f jest podzielny przez dwumian x-—1I.

Wykorzystujac schemat Hornera, otrzymujemy

4 0 -2 | 2
1 4 4 2 0
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Zatem f'(x)=(x-1) (4x2 +4x+ 2) . Wyrdznik trojmianu kwadratowego 4x° +4x+2 jest

rowny A=4>—-4-4.2<0, wspolczynnik przy x° jest dodatni, wiec 4x”> +4x+2>0 dla kazde;
liczby rzeczywistej x. Wynika stad, ze

/7 (x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=1,

f7(x) >0 wtedy i tylko wtedy, gdy x>1,

/7 (x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x <1.

To oznacza, ze w punkcie x =1 wielomian f osigga minimum lokalne, ktére jest jednoczesnie
jego najmniejsza wartoscia, gdyz w przedziale (—oo,1> wielomian f jest funkcja malejaca,

a w przedziale <1 ,+00) TOSN4CA.

Poniewaz f(1)=1'-1-2-143=1, wigc f(x)=f(1)=1>0, czyli x' —x*-2x+3>0 dla
kazdej liczby rzeczywistej x. To konczy dowadd.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYMMUJE cccccueeerrecsssrarresssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssass 1p.
gdy obliczy pochodng wielomianu f(x)=x"—x>-2x+3, zapisze, ze liczba 1 jest
pierwiastkiem pochodnej: f”(x)=4x’-2x-2, f’(1)=4-2-2=0.

Z.daJACY OLTZYMMUJE cceneeeerecissrareesssssssosssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2p.
gdy zapisze pochodna w postaci : f”(x)=(x-1) (4x2 +4x+ 2)i zbada znak pochodne;j, ale nie
przeprowadzi rozumowania do konca lub przeprowadzi je z bledem.

Z/AAJACY OLTZYTNUJE «evereervrrcssunrcssarrcssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssns 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Zadanie 9. (0-3)
Dwusieczne czworokata ABCD wpisanego w okrag przecinaja si¢ w czterech roéznych
punktach: P, O, R, S (zobacz rysunek).

2SN

A

C

Wykaz, ze na czworokacie PORS mozna opisac okrag.

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia charakteryzujace
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu
(R7.1).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Rozwigzanie (I sposob)
Oznaczmy |<):BAP| :|<):PAD| = oraz |<):CBP| :|<):ABP| =f.

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wigc
180°—2 180°—2
|<):BCR|=M: {ADR|:80—'B

90° - oraz =90°- 4.

Zauwazmy, ze
|«AOD|=180°—(|«DAQ|+|«4DQ|) =180°—(a +(90°— B)) =90° - + 3
oraz
|«BSC|=180°—(|<«BCR|+|«CBP|) =180°—((90°— )+ ) =90°+ r— 8
Zatem
|<POR|+|<«PSR| = (90°— o+ ) +(90°+a— ) =180°.
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Suma wszystkich katow czworokata jest rowna 360°, wigc suma pozostatych dwoch katéw
czworokata PORS takze jest rowna 180°. To oznacza, ze na czworokacie PORS mozna opisac
okrag, co konczy dowod.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Z/AAJACY OLTZYINUJE «uueeeuverersurressarecsssrecsssrecssssesssssessssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.
gdy przyjmie oznaczenia dwoéch sasiednich katow wewnetrznych czworokata ABCD (lub

oznaczy polowy tych katow) np.: |[«BAP|=|«<PAD|=«, |«CBP|=|<A4BP|= 8 oraz zapisze
dwa pozostate katy wewnetrzne tego czworokata (lub ich potowy) w zaleznosci od o i f:
|«<BCR|=|«<DCR|=90°-¢, |« CDR|=|«ADR|=90°- .

Z/AAJACY OLTZYTNUJE «ueeeervrrersurrcssarncsssrncssssesssssesssssesssssssssssosssssosssssosssssesssssossssssssssssssssssssssssssns 2p.
gdy wyznaczy dwa przeciwlegle katy czworokata PORS w zaleznosci od o 1 f:
|<40D|=90°-a+ B, |[«BSC|=90°+a— 3 .

Z/AAJACY OLTZYTNUJE «evererrverersunrcssanecsssnesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3p.

gdy wykaze, ze suma dwoch przeciwlegltych katoéw wewngtrznych czworokata PORS jest
rowna 180°.

Rozwigzanie (II sposob)
Oznaczmy |«BAP|=|<«PAD| =« oraz |[«CBP|=|<«ABP|= .

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wiec

|«BCR|=|<DCR| =120 =2% _90°_ & oraz |«<CDR| = |«ADR| = =90°- 3.

180°-24
2

Zauwazmy, ze
|«SPQ|=|«APB|=180°—(|«ABP|+|«BAP|) =180°—(ar+ f3)
oraz
|«SRQO| =|<«CRD|=180°—(|«DCR|+|<«CDR|) =180°—((90°— &) +(90° = B)) =+ 3.
Zatem
|«SPQ|+|«SRQ| =180°— (e + )+ x+ B =180°.

Suma wszystkich katow czworokata jest rowna 360°, wigc suma pozostatych dwodch katow
czworokata PORS takze jest rowna 180°. To oznacza, ze na czworokacie PORS mozna opisac
okrag, co konczy dowod.
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Z/AAJACY OLTZYMUJC..ouuueeriersrnriecsssssecsssssssesssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnss 1p.
gdy przyjmie oznaczenia dwoch sasiednich katow wewnetrznych czworokata ABCD (lub

oznaczy polowy tych katéw) np.: |<IBAP| = |<):PAD| = = |<(ABP| = 3 oraz zapisze
dwa pozostate katy wewnetrzne tego czworokata (lub ich potowy) w zaleznosci od @ i 5
|«<BCR|=|«DCR|=90°- =|<4DR|=90°- 3.

Z.dAJACY OLTZYMUJC..uuuueerierssnrrecsssassecsssssssesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 2 p.
gdy wyznaczy dwa przeciwleglte katy czworokgta PQRS w zaleznoSci od o i f:

|«SPQ|=180°—(ar+ ), =a+f3.
Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuuererrrressrrcssrecsssrncssssecssssesssssesssssesssssesssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssasssss 3p.
gdy wykaze, ze suma dwoch przeciwlegltych katdéw wewngtrznych czworokata PORS jest

rowna 180°.

Rozwiazanie (II1 sposob)
Oznaczmy: |<BAP| = |<):DAP| =

|«<ADR|=|«CDR| =

=|«4BP|=

=|«BCR|=7,

Suma katow czworokata ABCD jest rowna
200+2B+2y+20 =360°.
Stad
(1) o+ fB+y+d=180°.

Z bilansu katow w trojkatach ADQ 1 BCS otrzymujemy

|«A0D|=180°—(a+ &) oraz [«BSC|=180°—(B+7).
Suma przeciwlegtych katow POR 1 PSR czworokata PORS jest wigc rOwna

|<POR|+|<«PSR|=180°—(ax+8)+180°—(S+7) =360°—(a+ B+ y+9).
Stad i z (1) otrzymujemy
|<POR|+|<PSR| =360°-180° =180°.

To oznacza, ze suma pozostatych dwodch katow czworokata PORS takze jest rowna 180°.
Zatem na czworokacie PORS mozna opisa¢ okrag. To konczy dowdd.
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Rozwigzanie (IV sposob)
Oznaczmy: |<IBAP| = |<):DAP| =,

|«<ADR|=|«CDR|=6.

<CBP|=|«4BP|= 3,

<DCR|=|«BCR|=7,

Suma katéw czworokata ABCD jest rowna
200+23+2y+20 =360°.
Stad
(1) o+ f+y+0=180°.

Z bilansu katow w trdjkatach ABP 1 CDR otrzymujemy

|<BPA|=180°—(a+ ) oraz |«<CRD|=180°—(y+5).
Katy BPA 1 SPQ sa wierzchotkowe, podobnie jak katy CRD 1 SRQ. Zatem

|«SPQ|=180°—(ar+ ) oraz |«<SRQ|=180°—(y+4).
Suma przeciwleglych katow SPQ 1 SRQ czworokata PORS jest wigc rowna

|« SPO|+|«SRO| =180°—(ax + ) +180°—(y+6) =360°—(ar+ B+ y+).
Stad 1 z (1) otrzymujemy
|«SPQ|+|<SRQ| =360°-180° =180°.

To oznacza, ze suma pozostatych dwdch katow czworokata PORS takze jest rowna 180°.
Zatem na czworokacie PORS mozna opisa¢ okrag. To konczy dowadd.

Schemat oceniania I1I i IV sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYMMUJE cccccueeeerecsssrarnesssssssosssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy przyjmie oznaczenia katow wewngtrznych czworokata ABCD (lub oznaczy polowy tych katow), np.:
|«<BAP|=|<DAP|=«a, |«CBP|=|<ABP|= 3, |*DCR|=|«BCR|=y, |«ADR|=|«<CDR|= 6
1 zapisze:

e 7e ich suma jest rowna 360°: 2a+28+2y+ 20 =360°
albo

e wyznaczy dwa przeciwleglte katy POR 1 PSR czworokata PORS w zalezno$ci od

a, B,y i 8:|[«<POR|=180°—(a+6), |<PSR|=180°—(S+7)

albo
e wyznaczy dwa przeciwleglte katy SPQ 1 SRQ czworokata PORS w zalezno$ci od
a, .,y i6:[«SPQO|=180°—(a+f3), |«<SRQ|=180°—(7+3).
Z/AAJACY OLTZYTNUJE «evereervercssrnrcssarecssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssas 2p.
gdy zapisze, ze 2a+23+2y+20 =360° oraz
e wyznaczy dwa przeciwlegle katy POR 1 PSR czworokata PORS w zaleznos$ci od
a, f,yid: |<POR|=180°—(a+6), |<PSR|=180°—(B+7)
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albo
e wyznaczy dwa przeciwlegle katy SPQ 1 SRQ czworokata PORS w zaleznosci od
a, B,yid: |«SPO|=180°—(a+ ), |«<SRO|=180°—(y+4).
ZdaJaCy OLTZYIMUJC...euueersuerseessrecsenssaesssnesssesssnsssassssassssssssasssssssssssssssssssssassssassssssssssssassssasssnes 3p.

gdy wykaze, ze suma dwoch przeciwlegtych katow wewnetrznych czworokata PORS jest
rowna 180°.

Zadanie 10. (0—4)
Dhugosci bokéw czworokata ABCD sa rowne: |AB|:2,

BC|=3, |CD|=4, |D4|=5.
Na czworokacie ABCD opisano okrag. Oblicz dlugos¢ przekatnej AC tego czworokata.

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia charakteryzujace
czworokaty wpisane w okrag 1 czworokaty opisane na okrggu;
znajduje zwiagzki miarowe w figurach ptaskich

z zastosowaniem twierdzenia sinusOw 1 twierdzenia cosinusow
(R7.1, R7.5).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwigzanie (I sposéob)
Przyjmijmy oznaczenia a =|4B|=2, b=|BC|=3, ¢=|CD|=4, d =|DA4|=5, x=|4C

o= |<):ABC| jak na rysunku.

2

Poniewaz na czworokacie ABCD jest opisany okrag, wigc |<ECDA| =180°-«.
Z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do trojkata ABC otrzymujemy:
|AC[ =|4B|" +|BC[ -2-|4B||BC|-cos e,

(1) |AC] =27 +3%~2-2-3-cos .

Teraz ponownie zastosujemy twierdzenie cosinusow, tym razem do trojkata ACD :
|AC[" =|CD[ +|DA|" - 2-|CD|-|DA|-cos (180°~ ),

2) |AC|" =4* +52+2-4-5-cosx.

Poroéwnujemy prawe strony rownan (1) 1 (2):

224+3%2-2.2-3-cosa=4*+5"+2-4-5-cosx,
13—12-cosa=41+40-cosx
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28 7
cosa=——=——.
52 13
Podstawiamy otrzymang warto$¢ do réwnania (1) 1 otrzymujemy:

4l :13_12‘(_%]:13+&_169+84:253.

13 13 13
Stad wynika, ze dtugos¢ przekatnej AC jest rébwna:

— (253
4c|= 33 .
Uwaga

Uktad rownan (1) i (2) mozemy rozwigza¢ rugujac cosa. Wtedy mnozymy obie strony
réwnania (1) przez 10, a obie strony rownania (2 ) przez 3 i mamy

10x* =10-4+10-9-120-cos oraz 3x* =3-16+3-25+120-cos .
Dodajac stronami otrzymane roOwnania mamy

13x* =253.

x=|AC|= 33 .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Stad

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANA covvereersrnriesssssnrncssssssresssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.

Zdajacy zapisze roOwnanie wynikajgce z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkata
ABC albo do trojkata CDA :

x*=2"+3"-2-2-3-cosx albo x’=4’+5"-2-4-5-cos B
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP .cccceeeerreressreressarcsserssssnrcsssssssssssssssssssssssssssssssnns 2p.
Zdajacy zapisze
e réwnanie z jedng niewiadoma, np.:
2 +3%-2-2-3-cosa=4>+5"-2-4-5-cos(180°—x)
albo

e uktad réwnan w postaci:
10x* =10-4+10-9-120-coser i 3x*=3-16+3-25+120-coscx.
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeieecveecniseicssnncssencssnnscssanesssanssssasssssanes 3p.
Zdajacy

e obliczy cosinus kata ABC: cosa = —%

albo

e zapisze rownanie z niewiadoma x, np.: 13x*> =253 .
Rozwigzanie pelne..........eiiineiiiveiiissnrinssenininicssnncnsencsssnncsssescsssessssnes 4 p.
Zdajacy obliczy dlugos¢ przekatnej AC: |AC| = \/21133 .
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Rozwigzanie (II sposob)
Przyjmijmy oznaczenia x = |AC | y= |BD| jak na rysunku i niech R oznacza promien okregu

opisanego na czworokacie ABCD.
D

&—>5 7F
A

Z twierdzenia Ptolemeusza otrzymujemy rdwnanie

xy=2-4+5-3,

xy=23.
Okrag opisany na czworokacie ABCD jest jednoczesnie okrggiem opisanym na kazdym
z tréjkatow ABC, BCD, CDA i ABD. Pole czworokata ABCD mozemy zapisa¢ na dwa
sposoby
P.,,=P, +P,, =P, +P

ABCD ABC CDA BCD ABD *
. , . abc . , .
Stad i ze wzoru na pole trojkata P = R otrzymujemy réwnanie

2-3-x+4-5-x_2-5-y+3-4-y
4R 4R 4R 4R

b

26x=22y,

13,

SEThE

Stad 1 z rdbwnosci xy =23 otrzymujemy

x-2x=23,

22311

13 7

— [253

TN

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANEA covvererrurecssaresssanessssnsssssnsssssssssssssssasssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssasssssas 1p.

Zdajacy zapisze
e roéwnanie wynikajace z twierdzenia Ptolemeusza: xy =2-4+5-3

albo

Strona 13 z 36

Arkusze maturalne + skuteczne metody rozwigzan « Matura matematyka PP i PR ¢ wielkimatematyk.pl



e pole czworokata ABCD na dwa sposoby i zapisze P,,. +F.,, = P, + P, lub
2-3-x+4-5-x _ 2-5-y+3-4-y .
4R 4R 4R 4R

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ......ccceeveirrerisuicsseinsiissenssnnesseresaessssnsssnesssesanens 2p.
Zdajacy zapisze uklad rownan z niewiadomymi x 1 y:

xy=2-44+5-3 oraz 2-3-x+4-5-x=2-5-y+3-4-y.
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania.........ceeeecseenensnecsninsenseecsensenssecsnsssecsseceennee 3p.

Zdajacy zapisze rOwnanie z jedng niewiadoma, np.: x-%x =23 lub % y-y=23.

ROZWIQZaNie PEINE .....ccouueriiiiinniiiiinnriiniisniicsissnnicssssnsessssssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 4 p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ przekatnej AC: x = |AC| =, [% .
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Zadanie 11. (0—4)

W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biate i 5 kul czarnych, a w drugiej urnie 7 kul biatych
12 kule czarne. Losujemy jedng kul¢ z pierwszej urny, przektadamy ja do urny drugiej
i dodatkowo dokladamy do urny drugiej jeszcze dwie kule tego samego koloru, co
wylosowana kula. Nastepnie losujemy dwie kule z urny drugiej. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze obie kule wylosowane z drugiej urny beda biate.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
1 kombinatoryka. Zdajacy korzysta z twierdzenia
o prawdopodobienstwie catkowitym (R10.3).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwiazanie (I sposéb)

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia zdarzen:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze z drugiej urny wylosujemy dwie kule biate,
B, - zdarzenie polegajace na tym, ze z pierwszej urny wylosujemy kule bialg.
B, - zdarzenie polegajace na tym, ze z pierwszej urny wylosujemy kule czarna.
Wowczas B, "B, = oraz B, U B, =€ . Nastgpnie

P(B1)=%>O oraz P(Bz)=§>0.

Zatem spelnione sg zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym. Obliczamy
teraz prawdopodobienstwa warunkowe:

P(ABl):%:% oraz P(ABz):%:%.

Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym otrzymujemy

153 7 5 45+35 80 5
P(A)=P(A|B,)-P(B,)+P(A|B,)-P(B,))=—7—+—-—= = =
( ) (415) ( ) ( | 2) (8.) 228 228 822 822 11

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA couuverersneensnncssnnessssnesssnecssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsses 1p.
Zdajacy opisze zdarzenia 4, B, 1 B, .

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccvvrerrurrcssnisssaresssnnessnnsssssnsssssrsssssssssssssssassses 2 p.
Zdajacy

e obliczy prawdopodobienstwa P(B,) = % oraz P(B,)= %

albo
) ., 15 7
e obliczy prawdopodobiefistwa P(A | B]):Z’ P(A|B,) =55
albo
) ., 3 15
e obliczy prawdopodobiefistwa P(B,) =3 oraz P(A|B,) =5,

albo
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e obliczy prawdopodobienstwa P(B, ) :% oraz P(A|B,) :%

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........oeeeevveeiiverinsnrcssnicssnicsssnncssssesssssessannes 3p.
Zdajacy obliczy prawdopodobienstwa: P(B,)= %, P(B,)= % , P(4|B,)= ;—i ,
7
P(A|B,)=—.
(418,)= 2
Rozwigzanie pelne..........oeiiinericivnrinsseninssnninssnncssnicsssnicssssissssnessssesnns 4 p.

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo: P(A4) = 1—51 )

Rozwigzanie (II sposob)

Przyjmijmy, ze A to zdarzenie polegajace na tym, ze z drugiej urny wylosujemy dwie kule
biate. Rysujemy drzewo z istotnymi gateziami

Losowanie kuli z pierwszej urny

—|
—_ —
S =
Y
/

— |- N
NN [NSEN |
~— | —

b Losowanie dwoch kul z drugiej urny

lub

5

A
A AN

¢ Losowanie drugiej kuli z drugiej urny

3
8

Losowanie kuli z pierwszej urny

Losowanie pierwszej kuli z drugiej urny

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne

p(ay=15. 3,75 _45+35_ 80 5

28 228 822 822 11
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lub

s e 176 11
v v 1 1611 176 11

1 5 1
P(A):,z’ MW 9 5 7 g 45435 80 5

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANEA «ovvvrerrureossaresssancsssanssssnsssssssssssssssssssssasssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssasssssas 1p.
Zdajacy narysuje drzewo ilustrujgce losowanie (na rysunku musza wystapi¢ wszystkie istotne
galezie).

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccvveerrrrcssricssaresssnnessnnsssssrsssssssssssssssnssssssssses 2 p.

Zdajacy zapisze prawdopodobienstwa przynajmniej na wszystkich istotnych odcinkach
jednego z etapow lub na jednej z istotnych galezi.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........coeeeeevveicnveicsseicsseicssencsssnscssnnsssanssssanees 3p.
Zdajacy zapisze prawdopodobienstwa na wszystkich istotnych galeziach: e % , %
10 7
5 7 6 3 [zj 5 (2]
oraz —, —, — lub =, >=¢ oraz —, -=¢.
8712711 87 (1) 8" %)
ROZWIQZanie PEHE ......uiceeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinntinnnticnnticsstissnseesssnessssnesssssessssssssssssssssssseeses 4 p.

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo: P(A4) = % :

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma prawdopodobienstwo ujemne lub wicksze
od 1, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 12. (0-4)

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=x’—2x>+1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz rownania tych stycznych do wykresu funkcji f, ktore sa rownoleglte do prostej
o rOwnaniu y =4x.

11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy korzysta z geometryczne;j
1 fizycznej interpretacji pochodnej (R11.3).
IV. Uzycie i tworzenie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy

strategii. wyznacza rdbwnania prostej, ktora jest rownolegta lub
prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowe;j
1 przechodzi przez dany punkt (8.3).

Rozwiazanie

Aby styczne byly rdwnolegte do prostej o rownaniu y =4x, ich wspotczynnik kierunkowy
musi byé rowny 4. Obliczamy pochodng funkcji £ f'(x) =3x" —4x.

Wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny wartosci pierwsze] pochodnej funkcji
w punkcie stycznoscei. Stad 4= f7(x,). Wowczas
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3x02 —4x,=4,

3x,0 —4x,—-4=0,
A=64,
xoz—z lub x,=2.

Istniejg zatem dwie styczne do wykresu funkcji f rownoleglte do prostej o rownaniu y = 4x

w punktach P, = (—%,—%) oraz P, =(2,1). Styczne maja zatem réwnania postaci
67

y+%=4(x+%) oraz y—1=4(x—2),czy1i y+:4x+ﬁ oraz y=4x-17.

Odp. Roéwnania prostych stycznych maja postac: y =4x+ % oraz y=4x-17.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZANia ZAAAMIA...uuceieieieriercsierensnecssencssnnessssecssssecssssesssssesssssesssssesssssssssssessssssssssasssnses 1p.

Zdajacy

e obliczy pochodng funkcji £ f'(x) =3x" —4x
albo
 zapisze warunek f’(x,)=4.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .cccceeeerverersrerisssrrcssnressnnnessssncssssscssssssssssssssssssens 2p.
Zdajacy obliczy pochodna funkeji /i f'(x) =3x” —4x i zapisze warunek f”(x,)=4.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania............coeeceiesiiiseinsennseinsiinsenssecsssnssssesssnenns 3p.
Zdajacy rozwigze rownanie 3x,” —4x, =4 i obliczy wspotrzedne obu punktéw stycznosci:

E=(—3,—i], P =(21)

37 27
Uwaga
Jezeli zdajacy korzysta ze wzoru y = f'(x,)x+b, gdzie b= f(x,)—f"(x,)-x,, to obliczenie
wspotczynnika b traktujemy jak obliczenie drugiej wspotrzednej punktu stycznosci.
ROZWIQZANIE PEINE ..cccriinnnniiiiirnrriiiinnniiisisnniicsssnniissssssicsssnsisssssssssssssssssessssssssssssssssssssssasssse 4 p.
Wyznaczenie rownan stycznych: y =4x +% 1y=4x-17.
Uwaga

Jezeli zdajacy wyznaczy poprawnie wspolrzgdne tylko jednego punktu styczno$ci
i w konsekwencji wyznaczy poprawnie rownanie jednej stycznej, to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 13. (0-5)

Dany jest trojmian kwadratowy f(x)=(m+1)x*+2(m—2)x—m+4. Wyznacz wszystkie
wartosci parametru m, dla ktorych trojmian f ma dwa rdzne pierwiastki rzeczywiste x,, Xx,,

spetniajace warunek x,° —x,” =x*—x,*.

III. Modelowanie 3. Réwnania i1 nierdwnosci. Zdajacy stosuje wzory Viete’a
matematyczne. (R3.1).
Rozwigzanie

Z tresci zadania wynika, ze m+1#0, czyli m #—1.
Tréymian f ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, gdy jego wyroznik jest dodatni, czyli

A=(2(m=2)) —4-(m+1)-(-m+4)>0,
8m* —28m >0,
4m(2m—-17)>0.

Stad me (—o0,0)U(Z,+eo).
D =(—e0,-1)U(-10)U (%, + oo) jest zbiorem wszystkich warto$ci parametru m, dla ktérych
funkcja fjest troymianem kwadratowym i ma dwa r6ézne pierwiastki.
Warunek x; —x; = x; —x; mozemy zapisaé w postaci rownowaznej
2 2 ( 2 2X 2 2)
X, —x5 =\x; +x5 \xy — x5 ),
b =, o+ Ji= (o +3)) = 0.

Stad

X, —x,=01lub x;, +x, =0 lub 1—()612 +x22) 0.
Rownos¢ x, —x, =0 przeczy zatozeniu x, #x, .
Ze wzoru Viéte’a na sume¢ pierwiastkow trojmianu kwadratowego mozemy rdwnanie
., . —2(m=2
x, +x, =0 zapisa¢ w postaci (—1): 0.Stad m=2¢ D.
m+

Réwnanie 1— (xf +x; ) = 0 mozemy zapisaé w postaci rownowaznej
(xl +Xx, )2 —2xx, =1.
Ze wzorow Viete’a otrzymujemy
2
4(m* —4m+4) 2,_3
(m+1)2 m+l
4m* —16m+16+(2m—8)(m+1)—(m+1)" =0,

Sm*—24m+7=0.
Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby

=@E D oraz m

1=0,

12++/109
2 ZTE D.

m,
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12++/109
5

Istnieje zatem jedna warto$¢ parametru m = , dla ktorej trojmian f ma dwa rozne

pierwiastki rzeczywiste spetniajace warunek x; —x; = x;' —x;.
Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu nierownosci A >0: me (—e0,0)U (%,+<>o) .

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za t¢ cze¢$¢ otrzymuje 0 punktow.
Drugi etap polega na rozwigzaniu réwnania x; —x; = x; — x; .

Za te czg$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 3 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:
1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie rownania w postaci:

(r, = x, Jor, +x, 1= (x? +x2))=0 lub réwnowaznej.

2 punkty zdajacy otrzymuje za:
e zapisanie rownosci x, —x, = 0 1 stwierdzenie, ze przeczy ona zatozeniu x, # X,
albo
—2(m=2) _
m+l

e rozwigzanie rbwnania 0: m=2

albo

I.

m+1 m+1

. . , . 2 2 .
e zapisanie rOwnania 1—(x1 + x; ): 0 w postaci, np.: (

3 punkty zdajacy otrzymuje za:

e rozwigzanie roOwnania —2Am=2) =0: m=2
m+1
oraz
. (2m-2)Y . -m+4 12-+/109
e rozwigzanie rOwnania | ———— | —2- =l:m=—-
m+1 m+1 5

1244109

5

m,

: . . : 12++/109
Trzeci etap polega na wyznaczeniu szukanej wartosci parametru m: m == Za ten

etap zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprawnie wykona etapy I i Il rozwigzania albo
poprawnie wykona etap I ipopelia bledy w rozwigzaniu rownania z etapu Il, albo gdy
popeinia btedy w etapie I i dobrze rozwigze rownanie z etapu II.
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Uwagi:

1. Akceptujemy rozwigzania, w ktorych zdajacy nie zapisuje zalozenia m+1#0, ktore
wynika ze sformulowania zadania.

2. Zdajacy nie musi rozwigzywaé nierownosci A >0, o ile sprawdzi czy dla m=2,

12—-+/109 1244109 . . . . .
m= — m= E— trojmian ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste.

3. Jezeli zdajacy podzieli obie strony rownania x> —x> =x'—x} przez x*—x’> bez
1 2 1 2 1 2

12-+/109

5

stosownego zatozenia i rozwigze rownanie 1=x; +x,, otrzymujagc m= lub

124109
5

, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cale rozwigzanie, przy czym

1 punkt moze otrzymaé¢ za rozwigzanie nierownosci A >0, 1 punkt za zapisanie
rownania 1=x'+x, W postaci réwnania wymiernego z jedng niewiadoma,

2
np: [ 2m=2) ), ot
m+1 m+1
réwnania, ktére spetnia nierownos$¢ A > 0.

=1 oraz 1punkt za wyznaczenie tego rozwigzania

4. Jezeli zdajacy nie rozwigzywal nieréwnosci A >0, ale rozwigzal réwnanie

m+1 m+
pierwiastki rzeczywiste, to otrzymuje 3 punkty.

2
(_2(’” — 2)j —p. M +14 =1 1 sprawdzit, dla ktorej z otrzymanych wartosci m trojmian ma
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Zadanie 14. (0-5)

Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. KrawedZ boczna SD jest wysokoscig
ostrostupa, a jej dlugos¢ jest dwa razy wieksza od dlugosci krawedzi podstawy. Oblicz sinus
kata migdzy Scianami bocznymi ABS 1 CBS tego ostrostupa.

9. Stereometria. Zdajacy stosuje trygonometri¢ do obliczen
dhugos$ci odcinkdw, miar katow, pol powierzchni i objetosci
(9.6).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwigzanie (I sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

2a

D

Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna |AC | =a 2.
Trojkaty ADS 1 CDS sa przystajace (oba sg prostokatne, maja wspolng przyprostokatng DS
oraz |AD|:|CD ), wiec krawedzie boczne AS 1 CS ostrostupa majg t¢ samag dlugosc.

Z twierdzenia Pitagorasa
|SA| = |SC| = \/(Za)z +a* =as.

Trojkat ABS jest prostokatny, wigc z twierdzenia Pitagorasa
2
|SB| = (ax/g) +a* =a6.

Odcinek AE jest wysoko$cig Sciany bocznej ABS . Jego dlugos¢ mozemy wyznaczy¢
zapisujac np. pole trojkata 4ABS na dwa sposoby

%a a5 :%a\/g-|AE , stad |AE| = a\E =|cE].
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata AEC otrzymujemy
5

24° =%a2 +ga2 —2%6{2 CoS.

Stad cosaz—é. Zatem sinazﬁ.
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Rozwigzanie (II sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

2a

D

Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna |AC| = |BD| =av2.
Trojkaty ADS 1 CDS sa przystajace (oba s3a prostokatne, maja wspdlna przyprostokatng DS
oraz |AD|=|CD|), wigc krawegdzie boczne AS i CS ostrostupa majg t¢ samg diugosc.

Z twierdzenia Pitagorasa
|SA| = |SC| = \/(2a)2 +a’ =aV5.

Troéjkat BDS jest prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa
|SB| = \/(261)2 + (aﬁ)2 = a6 .

Odcinek AE jest wysoko$cig Sciany bocznej ABS. Jego dlugos¢ mozemy wyznaczy¢
zapisujac np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

: , stad |4E| = a\E =|CE]|.

1
—a-aJ5 ==aJ6-|AE
2 2 |
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata AEC otrzymujemy

24° =§a2 +%a2 —Z-Eazcosa.

Stad cosa = —% . Zatem sina = %

Rozwigzanie (III sposéb)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna |AC | = |BD| =a2.
Trojkaty ADS 1 CDS sa przystajace (oba sg prostokatne, majg wspolng przyprostokatng DS
oraz |AD|:|CD ), wiec krawedzie boczne AS i CS ostrostupa maja te sama diugosc.

Z twierdzenia Pitagorasa
|54|=|SC|=/(2a)" +a* = a5 .

Trojkat BDS jest prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa
|SB| = \/(Za)2 + (aﬁ)z =a6.
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2a \
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D a A

Odcinek AE jest wysoko$cig Sciany bocznej ABS. Jego dlugo$¢ mozemy wyznaczy¢
zapisujac np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

1 1 5
Ea-a S—Ea\/€'|AE , stad |AE|—a\/g—|CE|.

Zatem cosinus.

Rozwiazanie (IV sposéb)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

S
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
2a .
\
\
\ E
\ .
\
\
O~ F-=> 8
s
/’ V
7’
e o) a
ba
D a A

Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna |AC| = |BD| =a2.
Trojkaty ADS 1 CDS sa przystajace (oba sg prostokatne, maja wspolng przyprostokatng DS
oraz |AD| = |CD ), wiec krawedzie boczne AS 1 CS ostrostupa maja te samg dtugosc.
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Z twierdzenia Pitagorasa

|4 =|SC|=4/(2a)" +a* =av5.

Trojkat BDS jest prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa
|SB|= \/(Za)2 + (a\/i)z =av6.

Odcinek AE jest wysoko$cig Sciany bocznej ABS. Jego dlugo$¢ mozemy wyznaczy¢
zapisujac np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

1 stad [4F) = aé _cH.

1
~a-a\5=—a\6|4E
Zaa 261 |

3

Odcinek OE jest wysokoscig trojkata AEC, wigc |OE | = aT .

Pole trojkata AEC mozemy zapisa¢ na dwa sposoby

l|AE|-|CE|-sinoc :1|Ac|-|0E
2 2

2

1 \F \F 1 3
—-a,|=-a,|—-sina=—-av2-a— .
2 6 6 2 3

J6 626

sing=——=——.
3 5 5

czyli

Stad

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA couuverersnressnncssnncsssnncssssecssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 1p.

Zdajacy
e wyznaczy dlugosci krawedzi bocznych SA4, SC 1 SB ostrostupa ABCDS:
|4|=|SC| = av5,

e zaznaczy poprawnie kat miedzy $cianami ABS 1 CBS.

SB| =a~/6 1na tym poprzestanie lub dalej popetnienie bledow.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccvererrvercssnisssarisssaressnrsssersssssrsssssssssssssssnssses 2 p.
Zdajacy

e wyznaczy dugo$¢ odcinka AE : |AE|=|CE|= a\/g

albo
o .. . |A0|
e zapisze jedng z funkcji trygonometrycznych potowy kata ¢ : np. sin > = @
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ...........oeeievuiinveiiininsseinsiissennsicnseissnessssssseesanns 3p.
Zdajacy
e zapisze rOwnanie wynikajacego z twierdzenia cosinusow dla trojkata AEC:

24° =§a2 +§a2 —2-§a2 cos
6 6 6
albo
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e obliczy sinus polowy kata o : sin% = |=
albo

a3

e obliczy wysoko$¢ OE trojkata ACE: |OE | = =
Rozwigzanie prawie Pelne .........icceeiiiiiivniicnissnniicsssnnicssssnsnicsssssssesssssssesssssssssssssssssssssssssecs 4 p.
Zdajacy

e obliczy cosinus kata AEC : cosa = —é

albo

. . . . . . 1 : 1 a3
e zapisze rOwnanie, z ktorego mozna obliczy¢ sin « : Ea\/% : a\/% sina = Ea\/i —

ROZWIQZANIE PEINE ..cccriinnnnriiiineriininriicnisnnnicsisnniicsssnsicssssssnsssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssse 5p.

Wyznaczenie sinusa kata AEC : sino = ¥

Uwaga
Jezeli zdajacy bfednie interpretuje kat migdzy §cianami bocznymi ABS i BCS, to moze
otrzymac¢ co najwyzej 1 punkt za wyznaczenie dlugosci krawedzi bocznych.
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Zadanie 15. (0-6)
Suma wszystkich czterech wspotczynnikéw wielomianu W (x)=x’ +ax’ +bx+c jest

rowna 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworzg cigg arytmetyczny o réznicy rownej 3.
Oblicz wspotczynniki a, b 1 ¢. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume¢

n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (5.3).

13. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy korzysta z wlasnosci
iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu x(x+1)(x—7)=0

(3.7).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwigzanie (I sposob)
Suma wspotczynnikow wielomianu W (x)=x’ +ax’ +bx+c jest towna l+a+b+c=0
Niech p oznacza najmniejszy pierwiastek wielomianu W. Poniewaz pierwiastki wielomianu
tworzg cigg arytmetyczny o roznicy 3, wigc pozostate dwa pierwiastki sg rowne p+3 oraz
p+6.
a)  Wielomian mozemy wiec zapisa¢ w postaci iloczynowe;j
W(x)=(x-p)x-p-3)x-p-6).
Stad
W(x)= (x2 —px=3x—px+p’ +3p)(x—p—6) ,
W(x)=x—px’—6x"—px’ + p’x+6px+p’x—p’ —6p” +3px-3p> —18p,
W(x)=x"+(-3p=9)x’+(3p> +18p+18)x+(-p’ —=9p* ~18p).
Porownujemy wspotczynniki wielomianu, otrzymujac uktad réwnan:
a=-3p-9
b=3p*+18p+18
c=-p’-9p*—18p
b)  Mozemy zapisa¢ uktad rownan
p +ap*+bp+c=0
(p+3»)3 +0t(p+3)2 +b(p+3)+c=0.
(p+6) +a(p+6) +b(p+6)+c=0
Stad po przeksztalceniach, otrzymujemy uktad réwnan:
a=-3p-9
b=3p*+18p+18
c=-p -9p°-18p

X, +x,+x,=—a
c) Korzystajgc ze wzoréw Viete’a <x -x,+x -x,+x,-x,=b , mozemy zapisa¢ ukfad
X Xy X, =—C

réwnan, otrzymujac kolejno
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ptp+3+p+6=-a
p-(p+3)+p-(p+6)+(p+3)-(p+6)=>b
p-(p+3)-(p+6)=—c

a=-3p-9
b=3p>+18p+18
c=-p’-9p° -18p

Stad i z rownosci 1+a+b+c =0, otrzymujemy
(-3p=9)+(3p” +18p+18)+(-p’ —9p* -18p)+1=0,

p +6p*+3p-10=0.

Liczba 1 jest pierwiastkiem tego rownania, wigc z twierdzenia Bézouta wynika, ze wielomian
p’ +6p° +3p—10 jest podzielny przez dwumian p—1.
Wykonujemy dzielenie, stosujac np. schemat Hornera.

1 6 3 —-10
1 1 7 10 0

Roéwnanie mozemy wigc zapisa¢ w postaci (p—1) (p2 +7p +10) =0.

Pozostale rozwiazania rownania p’ +6p> +3p—10=0 to pierwiastki trojmianu
kwadratowego p>+7p+10, czyli liczby p=-5,p=-2.

Gdy p=1,towtedy a=-12, b=39, ¢ =-28.

Gdy p=-5,towtedy a=6, b=3, c=-10.

Gdy p=-2,towtedy a=-3, b=-6, c=8.

a=-12 a=-3 a=6
Odpowiedz: Wspolczynniki a, b, ¢ saréwne: <h=39 lub {b=—-6 lub <b=3
Cc = —28 C = 8 Cc= _10

Rozwigzanie (II sposob)
Z réwnosci 1+a+b+c =0 otrzymujemy ¢ =—1—a—b. Wiclomian W mozemy zapisac
W postaci
W(x)=x"+ax’ +bx—1—a-b,
Wx)=x—1+ax’ —a+bx—b,
W(x)= (x—l)(x2 +x+l)+a(x2 —1)+b(x—l) ,
W(x)=(x—1)(x*+(a+1)x+a+b+1).
Stad wynika, Ze liczba x =1 jest pierwiastkiem wielomianu .
Dalszg czg$¢ rozwigzania mozemy przeprowadzi¢ na dwa sposoby
a) Pierwiastki tego wielomianu tworzg cigg arytmetyczny o rdznicy rownej 3, wiec

mamy trzy takie ciagi (1,4,7), (-2,1,4), (=5,-2,1). Wielomian mozemy wowczas zapisac
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w postaci iloczynowej, odpowiednio:
W(x) = (x—l)(x—4)(x—7) , W(x) = (x+2)(x—1)(x—4) , W(x) = (x+5)(x+2)(x—1).
Po doprowadzeniu do postaci uporzadkowanej mamy
W(x)=x"=12x"+39x-28, W (x)=x"=3x" —6x+8, W (x)=x"+6x"+3x-10.
Wyznaczamy odpowiednio wspotczynniki wielomianu W:
(a=-12,b=39, c=-28)lub(a=-3,b=—6, c=8)lub(a=6, b=3, c=-10).
b) Niech x i x, oznaczaja pierwiastki trojmianu 7(x) =x’ +(a+1)x+a+b+1. Mozemy
zalozy¢, ze x, < x,. Pierwiastki wielomianu I tworza ciag arytmetyczny, wigc z wlasno$ci
ciggu arytmetycznego otrzymujemy np.:

(x,=4, x,=7)lub(x,=-2, x,=4) lub (x, =-5, x, =-2)

Korzystajac ze wzordw Viete’a, otrzymujemy trzy uktady rownan

{4+7=—(a+u ub {—2+4=—(a+u b {—5—2=—(a+m

4-T=a+b+1 —2-4=a+b+1 —5-(-2)=a+b+1
11=—(a+1 2=—(a+1 7= (g+1
(a+1) b (a+1) b T=—(a+1)
28=a+b+1 -8=a+b+1 10=a+b+1

a=-12 a=-3 a==6
lub lub

Obliczamy odpowiednio c=—1—a—b:

a:—12 a:—3 a:6
b=39 lub =-6 lub b=3
c=-28 c=8 c=-10

Rozwigzanie (I1I sposéb)

Suma wspdtczynnikow wielomianu W(x) = x" +ax’ +bx+c jestrowna l+a+b+c=0.
Z réwnosci 1+a+b+c =0 wynika, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W.

Poniewaz pierwiastki wielomianu tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 3, to mozemy zapisac
trzy ciagi arytmetyczne, ktorych jednym z wyrazow jest liczba 1: (1,4,7), (-2,1,4),

(-5,-2,1).
Stad wielomian W mozemy wigc zapisa¢ w postaci:
W(x) = (x—l)(x—4)(x—7) lub W(x) = (x+2)(x—1)(x—4) ,
lub W (x)=(x+5)(x+2)(x-1)
Po doprowadzeniu do postaci uporzadkowanej mamy
W(x)=x"=12x"+39x—28 lub W (x)=x’—3x"—6x+8,lub W (x)=x"+6x>+3x-10.

Wyznaczamy wspolczynniki wielomianu I :
(a=-12,b5=39, c=-28)lub(a=-3, b=-6, c=8),lub(a=6, b=3, c=-10).
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMA «eveeuverierrarecssnnessssnesssnossssnosssssossssasssssesssssssssssesssssesssssssssssosssssessssssssssssssssssssssesssnsss 1p.

Zdajacy
e zapisze wielomian W w postaci iloczynowej, np.: W(x)=(x—p)(x—p-3)(x—p—6),
gdzie p jest pierwiastkiem wielomianu

albo
e zapisze uktad rownan, gdzie p jest pierwiastkiem wielomianu

p+ap*+bp+c=0
(p+3) +a(p+3) +b(p+3)+c=0
(p+6) +a(p+6) +b(p+6)+c=0
albo
e zapisze uktad rownan, korzystajac ze wzorow Victe’a
p+tp+3+p+b6=—a
p-(p+3)+p-(p+6)+(p+3)-(p+6)=>b
p-(p+3)-(p+6)=—c
albo
e wyznaczy ¢ =—1—a—b izapisze wieclomian W w postaci
W(x)=x3—l+a(x2—1)+b(x—1)
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ......ccceeveirrerisinsiercsiessenssneesserssansssssssssssssesanens 2p.
Zdajacy zapisze
a=-3p-9
e uktad rownan: <H=3p> +18p+18
c=-p -9p°—18p
albo
e wielomian W w postaci iloczynu: W(x)z(x—l)(x2 +(a+l)x+a+b+1)

albo
e zapisze, ze z rbwnosci 1+a+b+c =0 wynika, ze liczba 1 jest pierwiastkiem
wielomianu W

albo
e zapisze uklad czterech réwnan z 4 niewiadomymi, np.

p+p+t3+p+6=—a
p-(p+3)+p-(p+6)+(p+3)-(p+6)=>b
p-(p+3)-(p+6)=—c

I+a+b+c=0
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Pokonanie zasadnicZych trudnoSCi ....ceeeceiceicivenicssnnisssnninssnncsssnncssnncssssscsssssssssssssssssssssseses 4 p.

Zdajacy
e wyznaczy wszystkie rozwigzania rownania p’ +6p° +3p—-10=0:1,-2,-5
albo

e zauwazy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W i zapisze trzy ciagi
arytmetyczne o roznicy 3, ktorych jednym z wyrazow jest liczba 1:
(L4,7), (-2,1,4), (-5,-2,1)

albo
e zauwazy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W i zapisze jeden ciag
arytmetyczny o roznicy 3, w ktorym jednym z wyrazow jest liczba 1:
np.(1,4,7) lub (-2,1,4), lub(-5,-2,1) i dla tego ciagu obliczy wspotczynniki a, b, ¢

wielomianu, to otrzymuje 4 punkty.

Uwagi:

e Jezeli zdajacy wyznaczy jeden z pierwiastkow wielomianu W i1 wykorzystuje
informacje, ze pierwiastki wielomianu sa kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego, to otrzymuje 3 punkty.

e Jezeli zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np. p’ +6p>+3p-10=0,
to otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja lub
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......ccoceeccceicssnnicssenccssanesssansssaressseneses 5p.
Zdajacy
e rozwigze zadanie do konca, popetniajac btedy rachunkowe
albo
e zapisze, ze z rownosci 1+a+b+c =0 wynika, ze liczba 1 jest pierwiastkiem
wielomianu W, zapisze trzy ciagi arytmetyczne o réznicy 3, ktérych jednym
z wyrazow jest liczba 1: (1,4,7), (-2,1,4), (=5,-2,1) oraz zapisze, ze
W(x) = (x—l)(x—4)(x—7) lub W(x) = (x+2)(x—l)(x—4) ,
lub W (x)=(x+5)(x+2)(x-1).
albo
e wyznaczy wspoétczynniki a, b, ¢ wielomianu tylko dla dwoch ciagow

ROZWIQZanie PEHE ......uieeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinntinnnticnnnicsstessnseessssnessssnesssssessssssssssssssssssssseses 6 p.

Zdajacy wyznaczy wspotczynniki wielomianu W: (a=-12, b=39, ¢ =-28) lub (a=-3,
b=-6,c=8),lub(a=6,b=3, c=-10).
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Zadanie 16. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest trojkat o obwodzie 20.
Oblicz wysokos$¢ 1 promien podstawy tego stozka, ktdrego objetos¢ jest najwicksza. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

II1. Modelowanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
matematyczne. rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).

Rozwigzanie (I sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Objetos¢ stozka wyraza si¢ wzorem

V= Y zr'h.
3
Przekroj osiowy stozka jest trjkatem rownoramiennym, ktorego obwadd jest rowny 20, wiec
2r+21 =20,
r+1=10,
[=10-r.
Stad i z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
rnt =0,
r2 — 12 _h2

r =(10—r)2 -h*,
h* =100-20r.

Zatem h=+100—-20r .

Z geometrycznych warunkow zadania otrzymujemy 0<r<5.
Zapisujemy objetos¢ stozka w zaleznosci od zmiennej

V(r)z%-mfz ~100- 207,

Wzor tej funkcji zapiszemy w postaci V' (r) = % -N100r* =207 dla 0<r<5.

Rozwazmy funkcj¢ pomocnicza okreslong wzorem f(r)= 1007* —=207° dla 0 < r<5.
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Z faktu, ze funkcja g(¢) = Ji jest rosngca w <O, +oo) wynika, ze funkcje ¥ oraz f* sa rosngce

(malejace) w tych samych przedziatach oraz maja ekstrema lokalne (tego samego rodzaju) dla
tych samych argumentow.

Wyznaczamy warto$¢ najwicksza funkcji f'w przedziale (O, 5).
Obliczamy pochodng funkcji f:
/' (r)=400r> —100r*

W przedziale (0,5) pochodna ma jedno miejsce zerowe r =4 . Ponadto

S (r)>0dla re(0,4),

f'(r)<0 dla re(4,5).
Wynika stad, ze dla x=4 funkcja f ma maksimum lokalne, ktore jest jednocze$nie
najwigkszg wartoscig funkcji V, bo w przedziale (O,4> funkcja f* jest rosnaca, a przedziale
<4, 0) funkcja fjest malejgca.

Gdy r=4,t0 h=+100-20-4 = V20 =245 , natomiast objetos¢ stozka jest wowczas rowna:

V(4):§~7r-42-\/100—20- _3mds

3

Odp.: Najwigksza objetos¢ rowna 32735 ma stozek o promieniu podstawy 4 1 wysokosci 245.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czesci:
e oznaczenia promienia podstawy stozka, np. » 1 wyznaczenia wysokosci stozka

w zalezno$ci od zmiennej 7: A =~100—-20r .

e zapisania objgtosci V stozka jako funkeji jednej zmiennej V () = % -ztr? -100-207 ,

e zapisania dziedziny funkcji V' (r) =%-7L’r2 A100-20r: 0<r<5.

Za druga cze$¢ tego etapu zdajacy moze otrzymaé punkt, o ile pierwsza cze$¢ wykona
bezbtednie. Punkt za czes$¢ trzecig otrzymuje niezaleznie od realizacji dwoch pierwszy czgsci
tego etapu.

Drugi etap sktada si¢ z trzech czg¢sci:
e wyznaczenia wzoru pochodnej funkcji () =100r* —207°: f’(r)=400r" =100r*,
e obliczenia miejsc zerowych pochodnej: 7, =0, r, =4,
e zbadania znaku pochodnej funkeji/: /() >0 dla r€(0,4), f'(r)<0 dla
re (4,5) 1 zapisania, ze dla r =4 funkcja V osiaga najwigksza wartos¢.

Uwagi:
1. Znak pochodnej zdajacy moze zaznaczy¢ w inny sposob, np. na rysunku szkicujac krzywa
zblizong do wykresu pochodne;.
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2. Jesli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji ¥ lub okresli funkcje f na zbiorze szerszym od
dziedziny funkcji V, to punkt za te¢ cze$¢ moze otrzymac jedynie wtedy, gdy wskazuje jako
najwicksza warto$¢ funkcji tylko to maksimum, ktore funkcja f osigga dla argumentu
z dziedziny funkcji V.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia cze$¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.

Trzeci etap
Zapisanie, ze promien stozka o najwigkszej objetosci jest réwny r=4, wysokosé

3275

h=+/20 =2./5 i obliczenie najwickszej objgtosci stozka V (4)= 3

. Za realizacj¢ tego

etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Rozwiazanie (II sposdob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Objetos¢ stozka wyraza si¢ wzorem

V= L zr’h.
3
Przekroj osiowy stozka jest trojkatem rownoramiennym, ktérego obwadd jest rowny 20, wiec
2r+21 =20,
r+1=10,
[=10—-r.
Stad i1 z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
Pt =1,
rZ — 12 _h2 ,
P =(10-r) =i,
h* =100-20r.
2
Zatem r = 100= =5—ih2.
20 20

Z geometrycznych warunkow zadania otrzymujemy 0< /4 <10. Zapisujemy objetos¢ stozka
w zaleznos$ci od zmiennej £

1 1 ,Y
V(h)==-7|5-—h*| h,
3 20
V(h):l.,[(%_lhz+Lh4j.h:£.(25h—lh3+Lh5j dla 0<h<10.
3 27400 3 27 400
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Zauwazamy, ze wystarczy zbada¢ funkcje f(h)=25h —%h3 +$h5 okreslong w przedziale

(0,10). Funkcje V oraz f sa rosnace (malejace) w tych samych przedzialach oraz maja

ekstrema lokalne (tego samego rodzaju) dla tych samych argumentow.
Wyznaczamy pochodng funkcji f:
3 1
"(h)=25—-=h"+—h".
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodne;j:

L12——t+25=0
80
_(_3YV 1 _9_5_
A=(-3) ~4g525=3-7=1
31 341
f=2—1=20, t,=2—7=100
239 80
2

B =20 lub #° =100,
h=-235, h=2/5, h=-10, h=10.
Jedynym miejscem zerowym pochodnej funkeji /; ktore nalezy do przedziatu (0,10) jest

h=25.

Ponadto:

/'(h)>0 gdy he (0.245),

£/(h)<0 gdy he(245,10).
Stad wynika, ze dla 4 = 25 funkcja f osigga maksimum lokalne i jest to jednocze$nie
warto$¢ najwigksza, bo w przedziale (O, 25 > funkcja fjest rosnaca, a przedziale <2\/§ ,10)
funkcja f jest malejaca.
Gdy h= 2J5,t0 r=5 —%(2\/5 )2 =4 1 objetos¢ stozka jest wowczas rowna:

V(2J§)=%-7z-42-2ﬁ=32”*/§.

3

Odp.: Najwicksza objetos¢ réwna ma stozek, ktorego promien jest roéwny 4,

a wysokos$¢ 245.

Strona 35 z 36

Arkusze maturalne + skuteczne metody rozwigzan « Matura matematyka PP i PR ¢ wielkimatematyk.pl



Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czesci:
e oznaczenia wysokosci stozka, np. £ 1 wyznaczenia promienia podstawy stozka

2
w zaleznos$ci od zmiennej h: r = 100=4 =5 —Lh2 ,
20 20
e zapisania objetosci V stozka jako funkcji jednej zmiennej
1 1 1 1 1
V(h) :—-75(25——h2 +—h4J-h :z-(ZSh——if +—h5j,
3 2 400 3 2 400

e zapisania dziedziny funkcji V (%)= %-(%h —%lf +4L00h5j : 0<h<10.

Za druga cze$¢ tego etapu zdajacy moze otrzymac punkt, o ile pierwsza cze$s¢ wykona
bezbtednie. Punkt za cze$¢ trzecig otrzymuje niezaleznie od realizacji dwoch pierwszy czgsci
tego etapu.

Drugi etap sktada si¢ z trzech czgsci:
1 1

e wyznaczenia wzoru pochodnej funkeji f'(h)=25h —5h3 +4—00h5 :
F(h)=25-20 + L
2 80

e obliczenia miejsc zerowych pochodnej: 4 = 245 , h=2J5, h=-10, h=10,
e zbadania znaku pochodnej funkcji f: f'(h)>0 dla he (0, 25 ) , f(h)<0 dla

he (2\/§ ,IO)i zapisania, ze dla & = 2J5 funkcja 7 osigga najwicksza warto$¢.

Uwagi:

1. Znak pochodnej zdajacy moze zaznaczy¢ w inny sposob, np. na rysunku szkicujgc krzywa
zblizong do wykresu pochodne;.

2. Jesli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji V' lub okresli funkcje f na zbiorze szerszym
od dziedziny funkcji V, to punkt za t¢ cze$¢ moze otrzymac jedynie wtedy, gdy wskazuje
jako najwieksza wartos¢ funkcji tylko to maksimum, ktoére funkcja f osigga dla argumentu
z dziedziny funkcji V, przy czym konieczne jest uzasadnienie, ze jest to najwigksza wartos¢
funkcji V' lub ze funkcja ¥ nie przyjmuje wartosci dla liczb wiekszych od 10.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg$¢ etapu zostata zrealizowana bezbtednie.

Trzeci etap
Zapisanie, ze promien stozka o najwiekszej objetosci jest rowny r =4, wysoko$¢
32745

h=~/20 =245 i obliczenie najwigkszej objetosei stozka V (4) = T Za realizacje tego

etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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