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Klucz odpowiedzi do zadan zamknig¢tych

Nrzadania | 1 | 2 | 3| 4 | 5
Odpowiedz | A | C |D | C | B

‘ Wymagania ogolne ‘ Wymagania szczegolowe

Zadanie 1. (0-1)

I. Wykorzystanie i tworzenie
informacji.

R3.4. Zdajacy stosuje twierdzenia o reszcie z dzielenia
wielomianu przez dwumian x—a.

Poprawna odpowiedz: A

Zadanie 2. (0-1)

I. Wykorzystanie i tworzenie
informacji.

R8.5., 4.5. Zdajacy postuguje si¢ rOwnaniem okregu
2 2 2 ..
(X - a) + ( y— b) =r° oraz opisuje kota za pomocag

nierownosci, rysuje wykres funkcji liniowej, korzystajac
Z jej wzoru.

Poprawna odpowiedz: C

Zadanie 3. (0-1)

I. Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji.

R11.4. Zdajacy korzysta z wtasnosci pochodnej do
wyznaczenia przedziatdbw monotonicznos$ci funkcji.

Poprawna odpowiedz: D

Zadanie 4. (0-1)

I1. Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji.

R6.4. Zdajacy postuguje si¢ wykresami funkcji
trygonometrycznych (np. przy rozwigzywaniu nierdwnosci
typu sinx >a,cosx<a,tgx>a).

Poprawna odpowiedz: C

Zadanie 5. (0-1)

I. Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji.

4.4.,4.3. Zdajacy na podstawie wykresu funkcji y = f (x)
szkicuje wykresy funkcji y = f (x+a), y=f(x)+a,
y=—F(x), y=f(—x); odczytuje z wykresu wasnosci

funkcji (dziedzing, zbidr warto$ci, miejsca zerowe,
maksymalne przedzialy, w ktorych funkcja maleje, rosnie,
ma staty znak; punkty, w ktorych funkcja przyjmuje

W podanym przedziale warto$¢ najwicksza lub najmniejszg).

Poprawna odpowiedz: B
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Zadanie 6. (0-2) — zadanie kodowane

o ) G6.6., 2.1. Zdajacy wylacza wspolny czynnik z wyrazéw

IV. Uzycie | tworzenie sumy algebraicznej poza nawias, uzywa wzoré6w skroconego
strategii 2 _p2

.. 2
mnozenia na (a+b)oraz a

Poprawna odpowiedz: 210

Zadanie 7. (0-2)
Dhugosci bokéw prostokata sa rdwne 3 oraz 5. Oblicz sinus kata ostrego, ktory tworza
przekatne tego prostokata.

6.1., R6.5. Zdajacy wykorzystuje definicje i wyznacza

I. Wykorzystanie warto$ci funkcji sinus, cosinus i tangens katow o miarach od

I interpretowanie

reprezentacji 0" do 180", stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy

katow, sume i roznicg sinusOw i cosinusow katow.

Rozwigzanie (I sposob):

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C
S o 3

B
A 5 B

Wtedy o =2/. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy AC =+/34.

S 3 5 .
Poniewaz Sin f = — oraz cos ff = ——, wigc

e ey

sina =2sin fcos g =2 15

3 .5
34 34 17

Rozwigzanie (I sposob):

Przekatna tego prostokata ma dtugosé J34 . Niech o oznacza kat ostry miedzy przekgtnymi

tego prostokata.
Obliczamy pole P prostokata dwoma sposobami:

P=3-5=15, P=4-—-—-T-sina=17sina.

Stad sina = E
17
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Schemat oceniania

Zdajacy otrzymuje — 1 pkt
jezeli:

Lo O 3 .
poda warto$¢ Sin—=-——1 co

Z__3
V3 2 B

albo
poda sposob obliczenia pola prostokata przy wykorzystaniu Sin « .

Zdajacy otrzymuje — 2 pkt

T . 15
jezeli obliczy sina =—.
17

Zadanie 8. (0-2)

2 (n+2)
Oblicz granice Iim[ n ( ) ]

o N+2  N+444

I1. Wykorzystanie R11.1. Zdajacy oblicza granice funkcji (i granice
i interpretowanie jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na
reprezentacji granicach i z wtasnoéci funkcji ciagtych.
Rozwigzanie:

Iim[ n _(n+2)2] Iim[nz(n+444)—(n+2)3J

noo|l N+2 n+444 (n+2)(n+444)
2 p— J—
_lim 438n° -12n-8 _ 438
n—> (N+2)(n+444)

Schemat oceniania
Zdajacy otrzymuje — 1 pkt
L o _on? (n+2) _ 438n% -12n-8
jezeli poprawnie zapisze wyrazenie — W postaci utamka, np. :

nN+2 n+444 (n+2)(n+444)

Zdajacy otrzymuje — 2 pkt
jezeli poprawnie obliczy warto$¢ granicy.
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Zadanie 9. (0-2)
2

Funkcja f jest okreslona wzorem f(X)= X 2 dla kazdej liczby rzeczywistej X # 4. Oblicz

pochodna funkcji f w punkcie x=12.

I1. Wykorzystanie
i interpretowanie R11.2. Zdajacy oblicza pochodne funkcji wymiernych.
reprezentacji
Rozwigzanie:
L 2x(x—=4)—-x*  x?-8x
(x—4) (x—4)
£112) = 144 -96 :§-
64 4
Schemat oceniania
Zdajacy otrzymuje — 1 pkt
_ ) . , 2x(x—4)—x?
gdy poprawnie poda wzor funkcji f', np. f'(x)= ﬁ
X—4

Zdajacy otrzymuje — 2 pkt
gdy obliczy warto$¢ pochodnej dla x=12: f'(12) = ;

Zadanie 10. (0-3)
Funkcja f jest okre§lona wzorem f(x)=x* dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz
rownanie prostej stycznej do wykresu funkcji f , ktora jest rownolegta do prostej y=4x+7.

IV. Uzycie i tworzenie R11.3. Zdajacy korzysta z geometrycznej i fizycznej
strategii interpretacji pochodnej.
Rozwiazanie:

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (o, f(X,)) jest prosta o réwnaniu

Y= 1 (%) = /(%) (x =)
Obliczamy pochodng funkcji f:
f'(x) = 4x°
Poniewaz styczna jest rOwnolegta do prostej o rownaniu y =4x+7, wigc f'(x,) =4.
Zatem X, =1 i styczna ma rOwnanie

y—1=4(x-1), czyli y=4x-3.
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Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep — 1 p.
Obliczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = 4x°.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.
Obliczenie pierwszej wspotrzednej punktu stycznosci: X, =1.
Rozwiazanie pelne — 3 p.

Zapisanie rOwnania stycznej w postaci np. y =4x—3.

Zadanie 11. (0-3)
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, spetniajace rownanie Sin5x—sinx=0.

IV. Uzycie i tworzenie R6.5. Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy
strategii katow, sume i roznice sinusOw i cosinusow katow.

Rozwigzanie (I sposéb):
Korzystamy ze wzoru na rdznice sinus6w i zapisujemy rOwnanie w postaci

2sin2xcos3x=0
zatem

sin2x=0 lub cos3x=0
stad otrzymujemy kolejno:
sin2x =0, gdy 2x=kxz czyli x= % , gdzie k jest liczba catkowita,

cos3x=0, gdy 3x= % +kz czyli x= % + k?” , gdzie k jest liczbg catkowita.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep — 1 p.

Zapisanie rOwnania w postaci iloczynowej np. sin2xcos3x =0
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.

Zapisanie rozwigzan rownania

i k .
e sSin2x=0: x= 77[ , gdzie k jest liczbg catkowita

albo

k .
e cos3x=0: x= % + ?ﬂ , gdzie k jest liczbg catkowita.

Rozwiazanie pelne — 3 p.

Zapisanie wszystkich rozwigzan rownania SIN5X—sinx=0: x= 77[ lub x= % + ?ﬂ , gdzie k

jest liczbg catkowita.
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Rozwigzanie (II sposob):

Zapisujemy roOwnanie w postaci Sin5X =sin x.
Z wlasnosci funkcji sinus wynika, ze

5x = x+ 2k, gdzie K jest liczbg catkowitg

lub

5x =7 —x+ 2k, gdzie K jest liczbg catkowita,
zatem

4x =2k, czyli x= k77z , gdzie K jest liczbg catkowitg
lub

6x =7 +2kz, czyli X = % + k?ﬂ , gdzie k jest liczbg catkowita.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep — 1 p.

Zapisanie jednej z zalezno$ci: 5X = X+ 2K, gdzie K jest liczba catkowita lub
5x = —x+ 2Kz, gdzie K jest liczbg catkowitg.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.

Zapisanie obu zaleznosci: 5x = X+ 2k, gdzie k jest liczba catkowitg oraz 5x = 7 —x+ 2Kk,
gdzie k jest liczba catkowita.

Rozwiazanie pelne — 3 p.

. : : . . k k .
Zapisanie wszystkich rozwigzan rownania SIn5X—sinx=0: x= 77[ lub x= % + ?ﬂ , gdzie k

jest liczbg catkowita.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze jedynie 5X = X, to otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy zapisze 5x = x oraz 5x =7 —X, to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy zapisze tylko jedng z zaleznosci 5x = X+ 2k, gdzie k jest liczbg catkowita
lub 5x =7 —x+ 2k, gdzie K jest liczba catkowita i w rezultacie uzyska tylko jedng seri¢

k k T . .
rozwigzan: X = 7” albo x= % +?ﬂ , gdzie k jest liczbg calkowita, to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 12. (0-3)

: .1 . .
Niech P, oznacza pole kota o promieniu o dla n>1. Oblicz sum¢ wszystkich wyrazow

ciggu ( P, ) :
IV. Uzycie i tworzenie R5.3. Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne
strategii i oblicza ich sumy.
Rozwigzanie:

2
. 1. 1 . .
Pole kota o promieniu I, =on jest rowne ﬁ(z—nj =4—7Z, czyli P, :4£n. Dla n>1 zachodzi

: . o . . 1
roéwnos¢ % = % Wynika stad, ze (Pn) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie = 2
n

I pierwszym wyrazie P, = % . Poniewaz —1< 2 <1, wiec suma S wszystkich wyrazow ciagu

( P, ) jest skonczona i jest rOwna

z
S = A _a 7
4

Schemat oceniania
Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny postep ...........cccccviiiiiiiiiinin i 1p.

1
Obliczenie pierwszego wyrazu i ilorazu ciggu (Pn ) R = % , = 2
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.................ccocooiiiiiiiiii e, 2p.

Stwierdzenie, Ze istnieje skonczona suma wszystkich wyrazoéw ciagu (Pn ) , np.: |q| = 2 <1
Rozwigzanie pelne ..............coooii i 3p.

Obliczenie sumy S wszystkich wyrazow ciagu (Pn ) : S =

w|y

Uwaga:
Jezeli zdajacy obliczy sume wszystkich wyrazéw ciagu (P, ), ale nie stwierdzi, ze |q| <1, to
otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 13. (0-3)

a - b
2+a° 2+b%’

Wykaz, ze jezeli a>b>1, to

R2.6. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia
wymierne; rozszerza i (w tatwych przypadkach) skraca
wyrazenia wymierne.

V. Rozumowanie
I argumentacja

Rozwiazanie (I sposéb):

rOwnowaznie.

<
2+a° 2+b°

2a+ab® <2b+a’b,
2(a-b)< ab(a2 —b2) ,
2(a—b)<ab(a—bh)(a+b).
Poniewaz a >b, wiec mozemy obie strony tej nierdéwnosci podzieli¢ przez a—b>0.
Otrzymujemy

Przeksztalcamy nierownos¢

2<ab(a+b).

Poniewaz a>b>1,t0 ab>1 oraz a+b>2, zatem ab(a+b) >1-2=2. To konczy dowdd.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep — 1 p.

N . b :
Zapisanie nierownosci 3 <———5 W postaci 2(a—b)< ab(a2 — b2)

2+a° 2+b°

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.

b . . .
< T3 JeSt rownowazna ni€crownosci

Stwierdzenie, ze dla a >b>1 nierd6wnos$é 3
2+a°> 2+b

2<ab(a+b)

Uwaga:

Zdajacy zamiast podzieli¢ obie strony nierownosci przez a—b >0, moze zapisa¢ nierownosc¢
W postaci rownowaznej (a— b)(ab(a +b)- 2) >0

Rozwiazanie pelne — 3 p.

Przeprowadzenie pelnego dowodu.

Rozwiazanie (II sposob):

Definiujemy funkcje f okreslong wzorem f(x) = X 3 dla kazdej liczby rzeczywistej
+ X
x=—32.
2(1- x3)
Obliczamy pochodng funkcji f: f'(X) = ———
(2 + x3)
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Stwierdzamy, ze f'(x)<0 dla x e (1, +oo) . Wynika stad, ze w przedziale <1, +o0) funkcja f

jest malejaca. Zatem dla dowolnych dwoch argumentéw a >b z tego przedziatu prawdziwa

b ) .
< —b3 , co nalezalo udowodnic.

jest nierownos¢ f(a)< f(b), czyli
! (a)< f(b). czy 2+a® 2+
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep — 1 p.

2(1- x3)
Okreslenie funkcji f(X) =

5 i obliczenie jej pochodnej f'(x) = 5
2+ X (2+X3)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.
Okreslenie znaku pochodnej funkcji f w przedziale (1,+0): f'(x) <0 dla x € (1,+0)
Rozwigzanie pelne — 3 p.

Stwierdzenie, ze w przedziale <1, +o0) funkcja f jest malejaca i wywnioskowanie

prawdziwosci tezy.
Zadanie 14. (0-4)
Wykaz, ze jezeli &, 3,7 sa katami wewnetrznymi trojkata i sin? +sin? B <sin’y, to

cosy <0.

R7.5. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich
Z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia
coSINUSOw.

V. Rozumowanie
I argumentacja

Rozwigzanie (I sposéb):
Niech a,b,c oznaczajg dlugosci bokéw trojkata lezacych naprzeciwko katow, odpowiednio,
a, B, 7, 1 niech R begdzie promieniem okregu opisanego na tym trojkacie. Z twierdzenia

sinusOw otrzymujemy

sina = sinﬁ—L siny =—
2R’ 2R TR

Zatem nieréwnos¢ sin® o +sin® B <sin? y mozemy zapisaé w postaci

GRERE)

Stad a®+b% <c?, czyli a® +b% —c? <0. Zatem z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy

a® +b? —c?
COSy=T<O.
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Uwaga:
Zamiast wykorzysta¢ twierdzenie sinusOw mozemy rowniez skorzysta¢ ze wzoru na pole
trojkata 1 wowczas otrzymujemy

. 2P . 2P . 2P
sina=— ,sinff=—,siny=—
bc ac ab

Dalsza czeg$¢ rozwigzania przebiega tak samo.

Schemat oceniania:

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania — 1 p.

Zastosowanie

. o L e a . b . c
e twierdzenia sinusow, Np. zapisanie rownosci: Sina=—, sinf=—, siny =—
2R 2R 2R

albo
. L, T . 2P . 2P
e wzoru na pole trojkata i zapisanie rownosci: Sin=— , Sinff=—/, siny =—
bc ac ab
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep — 2 p.
Zapisanie nierownosci a° +b% —c? <0.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 3 p.
2, n2_ Q2
o . o o L a“+b°—c
Zastosowanie twierdzenia cosinusOw do zapisania rOwnosci COS y = ~oap
al

Rozwiazanie pelne — 4 p.

Poprawne uzasadnienie, ze cosy <0.

Uwaga:

Jezeli zdajacy zauwazy, ze z nier6wnosci a’+b? <c? wynika, ze trojkat jest rozwartokatny

oraz y jest katem rozwartym, a stagd cosy <0, to otrzymuje 4 punkty.

Rozwiazanie (II sposob):

Poniewaz y =180°—(a+ f3), wigc siny =sin (180° —(a+ ﬂ)) =sin(a+ /). Nierownos¢
sin? @ +sin? g8 <sin? y mozemy zapisa¢ w postaci

sin® o +sin® g <sin®(a + B).

Strona 11 z 22

Arkusze maturalne + skuteczne metody rozwigzan « Matura matematyka PP i PR ¢ wielkimatematyk.pl



Ze wzoru na sinus sumy katow otrzymujemy
.2 .2 . . 2
sin® a +sin” 8 <(sina cos B +cosasin 3)
i02 202 P02 2 : ; 2 P02
sin“ a+sin“ f <sin“ o cos” B+ 2sin ¢ cos S cosa sin f+C€0s” asin®
i02 P02 2 P2 2 P02 : :
sin“ ¢ —sin“ o cos” #+sin” f—cos” asin® < 2sin ¢ cos S cosasin
sin’ a(1—0052 ,8)+sin2 ﬂ(l—cos2 a)< 2sin e cos Scosasin B
sin? asin® B+sin? Asin? a < 2sin e cos Bcosasin B
2sin? asin? 8 < 2sinazcos Bcosasin B
sin? asin® 8 <sinarcos Acos asin 8
Obie strony nierdéwnosci mozemy podzieli¢ przez sinasin >0, otrzymujac

sinasin < cosa cos
cosa cos f—sinasin >0
cos(a+p)>0
Stad wynika, ze o+ £ <90°, wiec y >90°. To oznacza, ze cosy <0, co konczy dowadd.
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania — 1 p.
Doprowadzenie nieréwnosci do postaci sin® & +sin® 4 < sin? (a+p)

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep — 2 p.

Doprowadzenie nieréwnosci do postaci

sin® a +sin® B <sin® acos? B+ 2sina cos S cosasin B +cos? asin®
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 3 p.

Doprowadzenie nieréwnosci do postaci cos(a+ ) >0

Rozwiazanie pelne — 4 p.

Poprawne uzasadnienie, ze cosy <0.
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Zadanie 15. (0-4)
Punkt E jest srodkiem boku BC prostokata ABCD, w ktorym AB > BC . Punkt F lezy na boku
CD tego prostokata oraz <tAEF =90°. Udowodnij, ze <tBAE = <EAF .

V. Rozumowanie

i argumentacja G10.14. Zdajacy stosuje cechy przystawania trojkatow.

Rozwiazanie (I sposéb):

Przedtuzamy odcinki AB i EF do przeciecia w punkcie G.

D F C
IE
A B G

Trojkaty ECF i EBG sa przystajace (oba sa prostokatne, katy CEF i BEG sg rowne, gdyz s
wierzchotkowe oraz CE = BE), skad EF = EG . Zatem trojkaty AEF i1 AEG sa przystajace
(oba sg prostokatne, AE jest ich wspdlng przyprostokatna i przyprostokatne EF i EG majg t¢
samg dlugosc). Zatem XEAF =<«EAB, co konczy dowdd.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep — 1 p.
Zapisanie, ze trojkaty ECF | EBG sg przystajace.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.
Zapisanie, ze trojkaty AEF 1 AEG sg przystajace.
Rozwiazanie pelne — 3 p.

Zapisanie, ze <EAF =<EAB.

Rozwigzanie (II sposob):
Przedtuzamy odcinki AE i DC do przecigcia w punkcie G.

D F C G
E
A B

Trojkaty ABE | GCE sg przystajace (oba sg prostokatne, katy CEG i BEA sa rowne, gdyz sa
wierzchotkowe oraz CE = BE), skad AE =GE oraz <EGC =<EAB. Prosta EF jest wigc
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symetralng odcinka AG. Zatem AF = FG. Trojkat AGF jest wiec rownoramienny, czyli
<XEAF = <EGF =<«EAB. To konczy dowdd.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep — 1 p.
Zapisanie, ze trojkaty ABE 1| GCE sg przystajace.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.
Zapisanie, ze <EGF =<EAB.

Rozwiazanie pelne — 3 p.

Zapisanie, ze <XEAF =<EAB.

Rozwigzanie (I11 sposdb):
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

D X F C
b
AE
b

s 1a a
A 5 G B

Trojkat ABE jest prostokatny, wiec <AEB =90°—« , kat AEF jest prosty, wiec
«CEF =180°—(90°— ) —90° = & . Zatem trojkaty ABE i ECF sa podobne, skad
FC BE .a-x_b

o eyl 2=
eEc A8 " Th

2 2
Stad x= 20"
a

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ABE i ADF otrzymujemy

AE =+/a® +b? oraz AF = x2+(2b)2

zatem
2
2 2\ a?—b?) +4a%?
AF =/x? +4b? _J[a b J +4b* —\/( )2 =
a a
2
_\/a“+2a2b2+b4 B (az+b2) _a’+b?
a’ a’ a
stad otrzymujemy
a AG x a’-b?
COS¥ = ———=—= 0raz cos ff = = ==
a2 + b2 AF  AF a“+b
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2 2 2
a 1:a b =C0s 3, czyli 2a = B, co nalezato

Nastepnie €0S2a =2€0s> ¢ —1=2- -
a? +b? a’+b

udowodnic.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania:

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteP .........cocccvviiiiiiiiiiiiiiiie e 1p.
2 R2
S a“—b
Zapisanie, ze C0S f=———
a“+b
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.....................cooc i 2p.
2 R2
Zapisanie, ze €0S # =——— oraz coSa = 2
a? +b? Ja2 +b2
RoOZWigzanie Pelne ... 3p.

Zapisanie, ze COS F =C0S2cx .

Rozwigzanie (IV sposéb):
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

D X F C
b
‘AE
b

B 1a a
A 5 G B

Trojkat ABE jest prostokatny, wiec <XAEB =90°—« , kat AEF jest prosty, wiec
%CEF =180°—(90°—a)—90° = & . Zatem trojkaty ABE i ECF sg podobne, skad
FC BE .a-x_b

—=—cz
EC AB Y b a

Z trojkatow ABE i AGF otrzymujemy

tga _b oraz tgﬂ—z—b— 2 __2ab
a X a2 _b2 a2 _bZ
a
5 b 2b
. 2tga ‘a a 2ab :
Zauwazmy, ze tQ2a = = = = =tgp, czyli 2a =
Y J 1-tg’a (bT a’?-b?> a®-p? 9p . czy p
1-| = 2
a a
To nalezato udowodnic.
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Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep — 1 p.
o 2ab
Zapisanie, ze 194 = Z 2
a —

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania — 2 p.
o 2ab b
Zapisanie, ze 1gff =——— oraz tga =—
a‘—b a

Rozwigzanie pelne — 3 p.

Zapisanie, ze tgf =tg2a

Zadanie 16. (0-5)

Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze w trzykrotnym rzucie symetryczng szescienng
kostka do gry otrzymamy co najmniej jedng ,,jedynke”, pod warunkiem, ze otrzymamy

€O najmniej jedng ,,szostke”.

I11. Modelowanie

matematyczne R10.2. Zdajacy oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwiazanie:

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trzywyrazowe ciagi o wyrazach ze zbioru
{1, 2,3,4,5, 6} (czyli trojelementowe wariacje z powtdrzeniami tego zbioru). Jest to model

klasyczny. [Q=6°=216.

Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen
A — otrzymamy co najmniej raz jedno oczko,
B — otrzymamy co najmniej raz sze$¢ oczek.

P(AnB) |ANB]
P(B) |B|
Moc zdarzenia B obliczymy, korzystajac z pojecia zdarzenia przeciwnego, ktore polega na
tym, ze nie otrzymamy ani razu szesciu oczek.
|B|=|Q)|-|B'| =6 -5° =216 -125=91.
Zdarzenie AN B jest sumg parami roztacznych zdarzen:

Mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe P(A|B) =

e otrzymamy raz jedno oczko, raz sze$¢ oczek i raz liczbe oczek ze zbioru {2, 3,4, 5} —

mozliwe sg 3-2-4 =24 takie wyniki,
e otrzymamy raz jedno oczko i dwa razy sze$¢ oczek; mozliwe sg 3 takie wyniki,
e otrzymamy dwa razy jedno oczko i raz szes¢ oczek; mozliwe sg 3 takie wyniki.

Stad |ANB|=30 i P(A[B) zg
Uwaga:

|Am B| mozna obliczy¢ korzystajac z prawa de Morgana.
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|ANB|= ((Am B)’)’ B’

=|Q|_

AU B’|=|Q|—(|A’|+

—|A' B

):

:63—(53+53—43):30

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania ZAAAMIA ..............ccoiiiii i 1p.

Zapisanie wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe przy poprawnie wprowadzonych
oznaczeniach.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ...........cooovviiiiiiiiiicce e 2p.
Obliczenie |B|=91 lub P(B).
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...................ccooooiiiiii 3p.

Obliczenie |ANB|=30 lub P(ANB).

Rozwiazanie prawie pelne ...............cccoooi i 4 p.
Rozwigzanie zadania do konca z bledami rachunkowymi.
RoOZWigzanie Pelne ... 5p.

Obliczenie P(A|B) :%.

Zadanie 17. (0-6)
Dany jest okrag 0, o rownaniu (X —3)2 + ( y —1)2 =1. W pierwszej ,,¢wiartce” uktadu
wspotrzednych istnieja dwa okregi 0;, 0, styczne zewnetrznie do okregu 0, i jednocze$nie

styczne do obu osi uktadu wspotrzednych. Oblicz odleglos$¢ srodkow okregdéw 0, oraz o, .

R8.5. Zdajacy postuguje si¢ rownaniem okregu
IV. Uzycie i tworzenie

strategii (x—a)2 +(y —b)2 =r? oraz opisuje kota za pomoca

nierownosci.

Rozwiazanie:
Okrag o réwnaniu (X —3)2 + ( y —1)2 =1 ma $rodek w punkcie (3, l) i promien 1. Z tresci
zadania wynika, ze okregi 0;, 0, leza w pierwszej ,,cwiartce” uktadu wspotrzednych.

Rownanie okregu lezacego w 1 ,,éwiartce” uktadu wspotrzednych i stycznego do obu osi
uktadu jest postaci

(x—=r)?+(y-r)* =r?, gdzie r >0.
Zapisujemy warunek stycznosci okregow. Okregi sg styczne zewnetrznie, czyli odleglosé
srodkow tych okregow jest rowna sumie ich promieni, zatem

J(r=3) +(r=1 =r+1,
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Przeksztalcajac to réwnanie, otrzymujemy rownanie r? —10r+9=0, ktére ma dwa
rozwigzania I =11, =9.

Srodki S,;,S, okregéw 0;,0, majg wspohrzedne S; =(1,1), S, =(9,9) i ich odleglos¢ jest
rowna 8«/5 .

Schemat oceniania:

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIa ZAAANIA ...........coooiiiiii 1p.

Zapisanie, ze okrag o rOwnaniu (X —3)2 + ( y —1)2 =1 ma $rodek w punkcie (3,1) | promien 1.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny POStEP ...........ccooiiiiiiiiiiiiiicie e 2p.
Zapisanie postaci rownania okregu lezacego w I ,,¢wiartce” uktadu wspotrzednych

i stycznego do obu osi uktadu jest postaci (Xx— r)2 +(y- r)2 =r2, gdzie r>0

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...................cccoooiiiiii 3p.
Zapisanie rownania wynikajacego z warunku stycznos$ci okregow

J(r=3) +(r-1 =r+1

Rozwigzanie prawie pelne ................ccooo i S5p.

Rozwiazanie pelne ... 6 p.

Obliczenie odleglosci srodkow okregow: 82

Zadanie 18. (0-7)

Okno na poddaszu ma mie¢ ksztatt trapezu rownoramiennego, ktérego krotsza podstawa

| ramiona maja dtugos¢ po 4 dm. Oblicz, jaka dtugos¢ powinna mie¢ dtuzsza podstawa tego
trapezu, aby do pomieszczenia wpadato przez to okno jak najwiecej §wiatta, czyli aby pole
powierzchni okna bylo najwigksze. Oblicz to pole.

V. Rozumowanie R11.6. Zdajacy stosuje pochodne do rozwigzywania
i argumentacja zagadnien optymalizacyjnych.

Rozwigzanie (I sposéb):
Niech x oznacza dlugo$¢ rzutu prostokatnego ramienia trapezu na prosta zawierajaca dtuzsza
podstawe trapezu, a h — wysoko$¢ trapezu.

4

%/_/
X 4 X

Z geometrycznych warunkoéw zadania wynika, ze 0 < x<4.
Przy tak przyjetych oznaczeniach pole trapezu jest okreslone wzorem:

P:—2'42+2X-h=(4+x)-h i 0<x<4
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Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

stad h=+16-x°.

Pole trapezu, w zalezno$ci od zmiennej X, jest okreslone wzorem:
P(X)=(4+x)V16-x* = [(4+x)’ (16-x*) =

_ \/(4+ X)* (4=x) = —x* =8¢ +128x + 256

X’ +h? =47,

gdzie 0<x<4.
Nalezy obliczy¢, dla jakiego X spelniajgcego nieréwno$é 0 < x <4, funkcja P okre$lona

wzorem P(x)=+/-x" —8x +128x+256 przyjmuje wartos¢ najwigksza.
Funkcja P osigga warto$¢ najwicksza, gdy funkcja f (X) =—x* —8x%+128x+ 256 osigga
w przedziale (0,4)warto$¢ najwicksza. Wystarczy wige zbadaé funkcje f. Wyznaczmy
pochodng tej funkcji
f'(x) =-4x*—24x* +128

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: X, =X, =—4, X, =2
Ponadto:

e f'(x)>0 wprzedziale (0,2),

e f'(x)<0 wprzedziale (2,4)
Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (0,2) i malejaca w przedziale (2,4).
Poniewaz P(X)=,/f(x) dla xe(0,4), wigc funkcja P jest rosngca w przedziale (0,2),
a malejaca w przedziale <2 , 4) . Stad wynika, ze w punkcie X =2 funkcja P przyjmuje

wartos$¢ najwieksza.
Gdy x=2,t0 2x+4 =8, czyli dluzsza podstawa trapezu ma dtugos¢ 8, a pole tego trapezu

jest wowczas rowne
P(2)=(4+2)\16-22 =6-23=123.

Odpowiedz: Najwigksze pole, rowne 12+/3 dm? ma szyba w ksztatcie trapezu, ktorego dtuzsza
podstawa ma dtugos¢ 8 dm.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania:

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.
Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czgéci:

a) wybor zmiennej X (dlugos$¢ rzutu prostokgtnego ramienia trapezu na prostg
zawierajaca dtuzsza podstawe trapezu) i zapisanie za pomocg tej zmiennej

wysokoéci trapezu: h=+/16-x’
b) zapisanie pola trapezu w zaleznoéci od zmiennej X: P (X)=(4+X)y16—X’
c) okreslenie dziedziny funkcji P: (0, 4)

Zdajacy moze otrzymaé¢ maksymalnie po 1 punkcie za realizacj¢ kazdej z cz¢sci tego etapu,
przy czym dziedzina funkcji nie moze wynika¢ jedynie z wyznaczonego wzoru funkcji, ale
z geometrycznych warunkow zadania.
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Drugi etap sktada si¢ z trzech czesci:

a) wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej f (x)=-x*—8x>+128x+256:
f'(x)=—4x°—24x* +128,

b) obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x, =x, =—4, X; =2,

C) uzasadnienie (np. przez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P osigga
warto$¢ najwigksza w punkcie X =2.
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg$¢ etapu zostata zrealizowana bezbtednie.
Trzeci etap.

Obliczenie pola trapezu dla x=2: P(2) =1243.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga:

Punkt za trzeci etap przyznajemy tylko w przypadku, gdy zdajacy wyznaczyt poprawnie
X=2.

Rozwigzanie (II sposob):

Niech X oznacza dtugos¢ dhuzszej podstawy trapezu, a h — wysoko$¢ trapezu.

4
4 h 4
y 4 y
X
Dhugosc¢ y rzutu prostokatnego ramienia trapezu na prostg zawierajaca dtuzszg podstawe
trapezu jest wowczas rowna Yy = %4 .

Z geometrycznych warunkoéw zadania wynika, ze 4 < x<12.
Przy tak przyjetych oznaczeniach pole trapezu jest okreslone wzorem:

P—X%ll h i4<x<12

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
y?+h* =

(%4)2 +h? =47

stad h = [16—(%4)" = fL6— =816 _ 0?86 -1 0 gy 48

Pole trapezu, w zalezn0301 od zmiennej X, jest okreslone wzorem:

_x+4 lx/l—X 18X+ 48 = \/x+4 (—x® +8x+48) =

_ Z\/ (x* +8x +16)(—x2 +8X+48) = Z\/—XA +96x2 +512x + 768

gdzie 4<x<12.
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Nalezy obliczy¢, dla jakiego X spetniajagcego nierowno$¢ 4 < X <12, funkcja P okre$lona

wzorem P(x)= %«/—X4 +96x° +512x + 768 przyjmuje warto$é¢ najwicksza.

Funkcja P osigga warto$¢ najwiekszg, gdy funkcja f (X) =—x* +96x° +512x + 768 osiaga

w przedziale (4,12) wartos¢ najwigksza. Wystarczy wige zbada¢ funkcje f. Wyznaczmy
pochodna tej funkcji
f'(x) =—4x* +192x+512
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: X, =X, =—4, X, =8.
Ponadto:
o f'(x)>0 wprzedziale (4,8)
o f'(x)<0 w przedziale (8,12)

Zatem funkcja f jest rosngca w przedziale (4,8) i malejaca w przedziale (8,12).
Poniewaz P(x)= %«/ f (x) dla xe(4,12), wiec funkcja P jest rosnaca w przedziale (4,8),

a malejagca w przedziale <8 ,12) . Stad wynika, ze w punkcie X =8 funkcja P przyjmuje
warto$¢ najwieksza.
Dla x =8 pole tego trapezu jest rowne

P(8)=ﬁ-1 —82+8-8+48 =348 =123

Odpowiedz.: Najwieksze pole, rowne 12+/3 dm? ma szyba w ksztalcie trapezu, ktorego dtuzsza
podstawa ma dtugos¢ 8 dm.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania:

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.
Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czgsci:

a) wybor zmiennej X (dlugos¢ dtuzszej podstawy trapezu) i zapisanie za pomoca tej

o » Cn i (xa)
zmiennej wysokos$ci trapezu: h=,/16 ( > )

X+4
b) zapisanie pola trapezu w zaleznosci od zmiennej x: P ( X) = % =X +8x+48

c) okreslenie dziedziny funkcji P: (4, 12).

Zdajacy moze otrzymac¢ maksymalnie po 1 punkcie za realizacj¢ kazdej z czesci tego etapu,
przy czym dziedzing funkcji nie moze wynika¢ jedynie z wyznaczonego wzoru funkcji, ale
z geometrycznych warunkow zadania.

Drugi etap sktada sig z trzech czesci:

a) wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej f (x)=—x"+96x*+512x+768:
f'(x)=—4x>+192x+512,
b) obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x, =X, =—4, X, =8,

C) uzasadnienie (np. przez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P osigga
warto$¢ najwigksza w punkcie X=38.
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Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg$¢ etapu zostata zrealizowana bezbtednie.
Trzeci etap.

Obliczenie pola trapezu dla x=8: P(8) =123.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga:

Punkt za trzeci etap przyznajemy tylko w przypadku, gdy zdajacy wyznaczyl poprawnie
X=38.
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